Ricard Peir6 i Estruch

51.- En una urna hi ha dues boles, una blanca i una negra. S’extreu una bola i és torna
a introduir acompanyada d’una altra del mateix color. Es continua el procés fins a tenir
dotze boles a I'urna. Quina és la probabilitat que siguen sis blanques i sis negres.
Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:
Per tenir 12 boles en la urna haurem de fer 10 extraccions.

Siga A = hi hagen 6 blanques i 6 negres dins de l'urna.

Per a qui hi hagen 6 boles blanques i 6 negres hem d’extraure 5 boles blanques i 5
negres.

El nombre de formes d’ordenar 5 boles blanques i 5 negres és:, permutacions de 10
elements amb repeticié de 5, 5:
55 _ 10!
0 o
Totes les ordenacions tenen la mateixa possibilitat de eixir que és:
BBBBBNNNNN

12345123 4_5 5%
= X X X X X X XX X =
2345678910 11 11

| I>5|

P(A) = P55 op = 101,581 _ L

TB5 11 11
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52.- Els coeficients A i B de I'equacié x? + Ax +B =0 s’escullen a I'atzar en l'interval
]- 1,]{. Calculeu la probabilitat que les arrels d’aquesta equacio siguen real i positives.
Oposicions Madrid 2000.

Solucié:

L’'experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(A,B) en el quadrat de vertexs
P(-1- 1, Q(1- 2), R(L1), S(- 1)) tal que:

A? - 4B3 0 (el discriminant de I'equacio de segon grau siga positiu, a fi que la
solucio siga real).

- A++/A? - 4B

>0

2 3

2 e 3
“A- 2A - 4B,

.5

Sumant les dues inequacions:
A<0 \__ __/ﬁf/

Si A<O,iamésamés - A>+A?- 4B >0.Pertant, B>0.

Els casos possibles son I'area del quadrat de vertexs
P(-1- 1), Q- 2), R(LY), S(- 11).

Els casos favorables és I'area de la regio dins del quadrat

afitada per la parabola B =%A2, I'eix d’'abscisses ilesrectes A=-1, A=0.

0 .0
QEAZdA :iA3E -1
4 12 H, 12
Aleshores la probabilitat és:
1
= E = 1

p_4_8'

N
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53.- Antoni té un calaix d’armari ple de mitjons negres i de mitjons blancs idéntics.
Si s’escullen 2 mitjons a 'atzar, la probabilitat que siguen del mateix color és % .

Quants mitjons hi ha de cada color en el calaix?

Solucio:

Siga m = parelles de mitjons negres. Hi ha 2m mitjons negres al calaix.

Siga n = parelles de mitjons blancs. Hi ha 2n mitjons blancs al calaix.
L’experiment consisteix en escollir a I'atzar 2 mitjons del calaix sense reposicio.
El diagrama d’'arbre del problema és:

12 extraccio 23 extraccio
2n-1
. B
2n 2n+2m- 1
B
2n +2m 2n
2n+2m- 1 N
2n
2m -
N 2n +2m - B
2n +2m
2m -1
- N
2n+2m- 1

Siga X el succés treure els mitjons del mateix color.
El succés X esta format pels successos BB o NN

P(X) = 2n sn-1 , em , 2m-1 o hipotesi, P(X) -1
2m+2n 2m+2n-1 2m+2n 2m+2n-1 2
Aleshores:
2n(2n- 1) N 2m(2m- 1) _1
@2m+2n)2m+2n-1) (@m+2n)(2m+2n-1) 2
Simplificant:

2n?+2m? -n-m- 4nm =0
Resolem 'equacié amb nombres naturals.
2n% +(-1- 4mn +2m? - m=0.
n= 1+4m++16m+1
4
Per a ser n natural 16m+1=Kk?.
16m = (k +(k - 1).
Dues solucions particulars son, m=14,0bé m=18.

|
+ 1

Sim=14, n :MT‘B = ,l 21 la segona solucié no és valida ja que no és natural.
i 2
114

. 1+72+17 | L ,

Sim=18, n D 45 la segona solucio no és valida ja que no és natural.

{2

Les solucions particulars son:
12 Hi ha 14 parells de mitjons negres i 18 parells de mitjons blancs.
22 Hi ha 14 parells de mitjons blancs i 18 parells de mitjons negres.
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Vegem que hi ha més solucions.

2n? +(-1- 4m)n +2m? - m=0. n=1+4mi4v16m+1.

Per a ser n natural 16m+1 =k?.
16m=(k +1(k - 1).
Aleshores, k+1 0 k- 1 son multiples de 8.

Sik-1=8r, k+1=8r+2.
Aleshores, m =r(4r +1).

LA +1) £ J16r(4 + ) +1 _ 1+ Ar(4r +1)x (L6r +1) A +I6r+ 2y
- = =1

4
4 4 ¥ r(4r - 1)
im= + -
Aleshores la soluci6 és :,m r(4r 1), ri
in=r(4r- 1)
Sik+1=8r, k-1=8r-2.
Aleshores, m =r(4r - 1)
1+4r(4r- 1)+ J16r(dr- D+1 1+4r(4r- D+(16r-1) 1 r(4r +1)
n= ( ) ( )+ ( )£ ( )=:’4r(4r-1)-16r+2--
4 4 f 4 I N
Aleshores la solucio és :,m =r4r-1) ri

tn=r(4r+1) "’
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54.- S’escullen dos punts X, y, en l'interval [0,1]. Determineu la probabilitat que és
verifique simultaniament que la seua suma siga menor que 1 i que el seu producte siga

. 3
major que —.

Jor g 16
Oposicions Extemadura 2006.
Solucio:

L’experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(x,y) en el quadrat de costat 1
tal que verifiquen

ix+y<1
y>i
f 16 y\

Els casos possibles son I'area del quadrat de costat 1
Els casos favorables és I'area de la regi6é dins del quadrat

0.5
afitada per larecta x+y =1 ila hipérbola xy = % .

Calculem l'area. I

0.5

La intersecci6 de la recta i la hipérbola ve donada per la
solucio del sistema:

eveq lx=l 23

pxry=1 3% Y 70

| 3 .

Xy =— 1 3 1

17 716 jx==y==
P37y

L’area factible és:

dg?[ x- = O=1:3n1
16x g 4 16 3

La probabilitat p de I'experiment és:

1,302
p=4 16 3_1,3, 1

1 4 16 3
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55.- Es fa un estudi dels alumnes de Batxillerat d’un institut, que pertanyen a 3 barris
A, B i C. El 20% dels alumnes de linstitut pertanyen al barri A, el 30% al B i la resta a
C. ElI 80% dels alumnes del barri A estudien 1r de Batxillerat i la resta 2n, el 50% dels
del barri B estudien 1r de Batxillerat i la resta 2n i el 60% dels alumnes del barri C
estudien 1r i la resta 2n.

a) S’escull un alumne a I'atzar. Quina és la probabilitat que estudie 2n?.

b) Si s’escull un alumne i es sap que estudia 1r. Quina és la probabilitat que siga del
barri B.

Oposicions Andalusia 2006.

Solucio:
Siguen els successos:
T ={estudiar 2n de batxillerat}

R = {estudiar 1r de batxillerat} .
S, ={ser del barri A}
S, ={ser del barri B}

S, ={ser del barri C}

3
Jsi=0, siCs;=F&siitj.
i=1

a)
Aplicant el teorema de la probabilitat total:

3
P(T) = & P(TIS)P(S)

i=1

20 1 50 1 40 2

P(T = == P(T = == (T = -

(T1Sy) = 100 & (TIS,) = 100 5 (T1S;) = 00"
20 1 30 1
P P(S .
S0)= 100 5° (S2)= 100 10 P(Ss)= 100 2

11 13 21 39
+

P(T) = aP(Tls)P(S)_ss 210 52 100

i=1

b)
Aplicant el teorema de Bayes:
p(s, | R) = RISP(S2)
a PRIS)P(S:)
i=1
80 _4 50 _1 3
P(R = =2 S,)=—== = =2
(Il)1 5('2) 2(I)1005
13
PRIS)P(S,) _ 210 15
P2 IR) == 21 13 31 6l
aP(Rlsi)P(Si) 55 210 52

i=1
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56.- Un calaix conté mitjons solts blanc i negres. Si s’extrau dos mitjons a l'atzar, la
probabilitat que ambdos siguen blancs és % . Calculeu:

a) El nombre minim de mitjons que conté el calaix.

b) EI nombre minim de mitjons que conté la caixa si el nombre de mitjons negres és
parell.

Oposicions Castella la Manxa 2006.

Solucié:

Siga n el nombre de mitjons blancs.

Siga m el nombre de mitjons negres.

Siga S el succés treure dos mitjons blancs.

a)
_1
P(S) =5
280 n!
P(S) = gZB - 21(n- 2)! _ n(n- 1) .
a8 +mo (n+m)! (n+m)(n+m- 1)
2 jﬂ 2(n+m- 2)!

nn- 1 _1
(n+m)(n+m-1 2
n?- 2m+n+m- m? =0.
Resolent I'equacio en la incognita n:
1= 2m +1+4/8m? +1

2
Sim=1, n=3
Aleshores, n+m = 4 el nombre minim de mitjons és 4, 1 de negre i 3 de blancs.

b)
Suposem m = 2Kk .
Analogament:

oK+ 1+432k? +1
2
Per a ser n natural 32k? +1 ha de ser un quadrat perfecte imparell.

Per tant, 32k? + 1=(2s +1)?
8k2 =s(s +1)

Aleshores, k? =9 0 k? =7 (aquesta darrera equacié no té solucio entera)
Per tant, k = 3.

m=2:3=6.
n :13 +2w/289 _15.

Aleshores, n+m = 4 el nombre minim de mitjons és 21, 6 de negre i 15 de blancs.
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57.- Determineu la probabilitat que I'equacié de segon grau x* +2bx +c¢ =0 amb

bel [-1,1], 1T R tinga solucions complexes.
Calcula la probabilitat si b,cT R.

Oposicions Cantabria 2006.

Solucion:

La ecuacion tiene solucion compleja si el discriminante es negativo: 4b? - 4c <0.

El experimento es equivalente a escoger un punto aleatorio M(c, b) en el cuadrado
ABCD delado 21 , A(l,l), B(-I,l'), C(-1,-1), D(l -1 )tal que verifiqguen

b?-c<0
Calculemos la interseccion de la pardbola ¢ =b?. I larecta ¢ =|

i = 2 =- i =

.'C b , Las soluciones son | Ix= I , }x T

ic=I ry =1 ty=I

Los casos posibles son el area del cuadrado de lado 2| .

Supongamos | 3 1.

Los casos favorables corresponden al area de la mitad del rectangulo de lado |, 2«/I— ,

menos el area de la parabola entre [ JoA J \

El area de la parabola entre l «/I_«/I_J es:
ab® o i7" 2 \

2Q b2db =2 . :EIJF. \
ng [

El area de medio cuadrado de lado 2| es: 2|2

El &rea del rectangulo de lado, |, 2«/I— es |, 2«/I—és 2 «/I—Los
casos favorables son:

A - 2141,
3

Entonces la probabilidad es: p = 34 ==—,

Supongamos | <1 [
Los casos favorables corresponden al area de la mitad del cuadrado

de lado 2I , menos el area de la parabola entre |- 1,1 ]

El &rea de medio cuadrado de lado 2| es: 2I2.

El 4rea de la parabola entre [- 1,1 | es: ZQ b2db = Zg—;u -—I 3,
Los casos favorables son: 2| 2 - %I 3,

212 - EI 3
Entonces la probabilidad es: p = 2l 23 . ;SI

Si b,cT R la probabilidad es: p = lim %I_: 0.
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58.- La longitud del radi d'una esfera és una variable aleatoria amb funcio de densitat
f(x) =kx(1- x) si 0 £ x £ 1 i nul-la en qualsevol altre cas.

a) Calculeu el valor de la constant k a fi que siga efectivament una funcio de
densitat. Determineu la funcié de distribucio.

b) Se sap que el radi de I'esfera mesura més de % . Calculeu la probabilitat que la

longitud del radi siga inferior a %

c) Si S =4px? és la superficie de I'esfera de radi x, calculeu P(S >s)
Oposicions La Rioja 2006.

Solucié:
a)

Es una funcié de densitat si (Sf(x)dx =1.

1

1

J Jd & x® x*w
1= Qf(x)dx = Qkx(l- xX)dx = k§_+_jJ k=,
3 2 N 6

2¢

Aleshores, k = 6. La funcié de distribuci6 és:

‘|0 SIXEO
F(x)=1 |— 2x® +3x? si0O<x£1.
}l six>1
b)
Siga el succés A = radi major que % i el succés B = radi menor que %
Busquem la probabilitat P(B| A) = PACB) .
P(A)
= > 505
P(ACB) = (§6x(1- x)dx = ( 2x3 +3x )]4 = :
3 3 864
20

1 1
P(A)= A 6x(1- x)dx = (- 2x® +3x2 ||, ==.
()= G 0x- xyax = k=5
Aleshores:
505
P(B|A)= P(ACB) _ 864 _ 101.
P(A) 20 128
27

c)
S =4px?, xz,f%, O£ x£1, aleshores, 0£S £ 4p.
Y

P(S>s)= PX>\/7 =F(1)- F\/i——l G 2( %\/Eg?suwsup
g g SVaps Slaws:

P(S>s)=0 sis>4f.
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59.- En una circumferencia s’escullen al I'atzar 3 punts. Calculeu la probabilitat que els
tres punts estiguen situats en el mateix arc de 90°.
Oposicions Andalusia 2000.

Solucio:

Determinem el punt P en l'origen de la circumferéncia de centre O la qual suposarem
de radi 1.

Siga x =bPOQ, y =bPOR

L’experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(x,y) en el quadrat de vertexs
A(- p,- p), B(p,- p), C(p, p), D(- p,p) tal que acomplesca les seglents condicions:

Do A
El punt Q el situarem de tal forma que I'angle - EE X EE : r— U :
i - 5
l < l -
Si O£x£g I'angle y és tal que x—g<y£g e R - SeEE e
| -
La regio que satisfa les 4 inequacions és el quadrilater (trapezi) | f;
limitat per les rectes: p . )
- I
— P P ,_,_ P . |
X_O1 X__1 y__1 y_X-_ -z - ____':'________
2 2 ; 2 f,f" i ;,*’ i
p+= o :
La seua area és 51=—23=§p2. A SO ! B
2 2 8 ’ -
Si - EEXEO langle y és tal que - g<y£x+§
La regio que satisfa les 4 inequacions és el quadrilater (trapezi) limitat per les rectes:
- - P P ,_,.P
X=0,X=-Z,y=-2, y=x+=.
2 y 2 y 2
p +2 3
Laseua area és S, = —_2P_2ph2
2 2 8

Els casos favorables, els correspon la suma de les arees S, + S, .
Els casos possibles és l'area del quadrat ABCD de costat 2f .

La probabilitat que busquem és:
3 2
_S,+S, _aP _3

(2p)>  4p® 16
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60.- S’ha escollit 10 jugadors, 4 dels quals son del Barca. En llangar el penal la
probabilitat de fallar-lo és de 0’3 excepte els del Bar¢a que els fallen tots. Un jugador
tira el penal i falla. Calculeu la probabilitat que siga del Barca.

Solucio:

Siga els successos:

A, ={ser delBarga}, A, ={noser delBarca}
T ={fallar el penal} .

La probabilitat que cerquem és: P(A, | T).

ACA, =/, AEA,=W.
4 6
P(A))=—, P(A,)=—.
(A1) 10 (A2) 10

3
P(TIA) =1, P(T|A,)=—.
(T1A) (T1A2) =75

Aplicant el teorema de Bayes:
24
P(A,)XP(T|A,) ___ 10 _20
P(A)P(T|A)+P(A,)P(TIA,) 4,63 29
10 10 10

P(A,|T)=




