Problemas de Triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problema 61

En els segmentes AB, AC d’una recta construim triangles rectangles i isdsceles
D D

ABC,, ACB, BAC,B =90°, bAB,C =90° i orientats en sentit contrari.

Demostreu que el punt mig del segment BC i els punts B,,C, soOn els vertexs d’'un
triangle rectangle i isosceles.

Solucio:
Considerem els punts A, B, C amb les segtients coordenades cartesianes:
A(0,0), B(b,0), C(c,0).

Siga M el punt mig del segment BC . Aleshores, M?j,og. 1
e 2 4] /\ ¥
Les coordenades de B,,C, son: Blg C?Cfél,gg. A B
2 g "e2 2gp

me, =8> bo g, -&b -co

&2 '2g e 2 g B

R R - - 2

MB, XMC, =0, ‘ ) :‘ ) :—“b2+°.

Aleshores, Els punts M, B,,C, son son els vertexs d’un triangle rectangle i isosceles.

Problema 62

- D
Enlabase AB d'un triangle isosceles ABC agafem un punt P.
Proveu que PC° = AC- - AP x8P . C
Qué passa si P esta en la continuacio de la base?.
Solucié:

D

Siga el triangle isosceles ABC . Siga a =bCAB.
Siga M el punt mig del costat AB .

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC:
%2 =EZ +A_P2 - 2xAC XAP xCos a =

—2 2 — — AM  —2 —f— S
=AC +AP -2><AC><AP><A:C=AC +AP(AP-2><AM)=

C’ - AP>BP. 0

Si P esta en la continuaci6 del costat AB :
PC’ = AC” + AP’ - 2xAC %AP xc0s(180°-a) =

=AC’ + AP »BP
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Problema 63
- D
En els costats AB,BC del triangle ABC i fora d’ell es construeixen els triangles

D D
equilaters ABC,, BCA, .
Proveu gue el segment que uneix els punts migs dels segments AB, A,C, ésigual a

la meitat del segment AC i forma amb ell un angle de 60°.

Solucié:
D
Considerem el triangle ABC amb les seglents coordenades Al
cartesianes:
A(00),B(b0), C(ac). <
Siga M el punt mig del segment AB , aleshores, Mgé%,og.
e2 @
B
Aplicant girs les coordenades dels punts A;,C; son: A M N
@a+b+cy3 (b-an3+cd @ -by30
Alg 2 2 L GG
@ a
Siga N el punt mig del segment A,C, . Les seues
coordenades s6n: C1
I\EQi+2b+C«/'o_’ - a 3+c0
& 4 45
C_&a+c c-aJ30_1
MN = ‘/_ V39 a+cdB.c- av3)
g 4 4 4 4

-0, [
i) =2+ e BT +o- aBT =Ldave = Lp

Siga a I'angle que formen MN,AC.
Calculem I'angle que formen MN AC utilitzant eI producte escalar:

MNxAC—Z(a+cJ_c a«/_)X(a,c) 4(a +c? HACH

2
cosa

4G =[] ] eosa = L AC

Igualant els productes escalars:

cosa = % aleshores, a = 60°.
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Problema 64
- D
Sobre els costats AB,BC del triangle ABC i fora d’ell es construeixen els triangles
D D
rectangles i isdsceles ABD,BCE, BD =bE =90°.

Proveu que els punts mig dels segments AB,BC i DE son els vértexs d’un triangle
rectangle i isosceles.

&
Solucio:
D

Considerem el triangle ABC amb les seglents coordenades
cartesianes:
A(0,0),B(b0), C(a,c). N p
Siga M el punt mig del segment BC, aleshores, Mga +b,£9.

e 2 2g
Siga N el punt mig del segment AB, aleshores, N%,Og. D

e @

Aplicant girs les coordenades dels punts D, E son:

Dae_bﬁg g@+b+c -a+b+co
2 25 & 2 ' 2 o

Siga P el punt mig del segment DE, les seues coordenades son:
g +2b+c -a+co

P(} y -.
e 4 4 g

Calculem les components dels vectors PM, PN:

m:%(a- c,a+c), ﬁl:%(—a— c,a-c).

HWH = %\/(a- c)? +(a+c)? =%«/2a2 +2c? .

Hﬁ\ﬂ =%\/(-a- c)?+(a- c)? =%«/2a2 +2c? .
Aleshores, PM=PN.

2

mﬂ\lzge—lg (a-c,a+c)(-a-c,a-¢c)=0
edo

D
Aleshores, el triangle MPN és isosceles i rectangle DMPN =90° .
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Problema 65

- D -
Sobre els costats AB, AC del triangle isosceles ABC (AC =BC) i fora d’ell es
construeixen quadrats. Proveu que els centres d’aquests quadrats i el punt mig del
costat BC soén els vertexs d'un triangle isosceles rectangle.

F

Solucio:

D &
Considerem el triangle isosceles ABC amb les seglents o
coordenades cartesianes: ]
A(- a,0), B(a,0), C(0,b).
Siga M el punt mig del segment BC, aleshores, ME 29. =

82 2g A \J B

Considerem els quadrats ABDE, ACFG. P

Aplicant girs les coordenades dels punts E, G son: E 0
E(- a-2a), G(-a-b,a).
El punt P centre del quadrat ABDE és el punt mig del segment BE . Aleshores, les
seues coordenades son:
P(0,-a).
El punt Q centre del quadrat ACFG és el punt mig del segment CG . Aleshores, les
seues coordenades son:
e a-b a+bo
Q¢ , *
e 2 2

Calculem les components dels vectors MF5,MQ :

—_—

__( a-2a- b), Wg:l(-Za-b,a).

MQ| = 2./ 2a- b)? +a? = J5a +b2 + 4ab .
H =3

HMPH L [a? +(2a- by = «/Sa +b? +4ab .
Aleshores, MP = MQ .

— A
MP xVIQ :g_g (-a-2a- b)(-2a- ba)=0
e2g

D
Aleshores, el triangle PMQ és isosceles i rectangle BPMQ =90°.
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Problema 66

D
Pel centre O d'un triangle equilater ABC s’han tracat dues rectes que formen entre
elles 60°.
Demostreu que els segments d’aquestes rectes situats en el triangle soén iguals.

Solucio 1:

Considerem la recta r, que talla el triangle en els punts D, F.
Considerem la recta s que talla el triangle en els punts E, G.
Siga BDOG =60° (angle que formen lesrectesr, s).
Considerem l'angle a = BFDB . Aleshores, POGD =120°-a

D
Considerem el triangle CEG. Aleshores, PCEG=a.

Els triangles CEO, 88D son iguals que tenen un costat igual

CO =BO i els dos angles contigus iguals PECO =DOBD = 30°,
PCOE =bBOD=150- a

Aleshores OD = OE .

Analogament demostrariem que OG = OF .

Per tant, DF = EG.

Soluci6 2:

El gir de centre O i angle 120° deixa invariant el triangle equilater Aéc .

Per tant el gir de centre O i 120° transforma el punt D en E, per tant OD = OE
El gir de centre O i 120° transforma el punt F en G, per tant OG = OF .
Aleshores, DF = EG .

Problema 67

En els catets AB, AC d'un triangle AL%C rectangle A =90° s’han construit (fora del
triangle) dos quadrats AEMB, AKDC. Des dels punts D i M es dibuixen les
perpendiculars DH, MP sobre la continuacié de la hipotenusa BC.
Proveu que DH+MP =BC.

H
Solucio: D C
PPBM =C, BPDCH =B.
. D D B
Els triangles rectangles CHD,BAC son semblants, aleshores: KA p
PY _ 2
DH _ E per tant: DH= b~ Q)
b a a
_ D D i E i
Els triangles rectangles BPM, BAC son semblants, aleshores:
V=) - 2
MP _ E, per tant, MP =< (2)
c a a
Sumant les expressions (1), (2):
_ 2 2 2 -
DH+ MP :bl:a_:a:BC
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Problema 68

D
Siga el triangle ABC rectangle A =90°.

Pel punt O del catet AB tracem la perpendicular OH a la hipotenusa BC .
Siga D la intersecci6 de la recta OH i la recta AC.
Siga E la interseccié de les rectes DB i OC.

Determineu el lloc geométric del punt E al variar O sobre el catet AB .

Solucio:
Siga a =DPAOC, b=D0OCB, ¢c=DHDB. _ C
Demostrem que b =¢.
| 0 oH
Considerem el rectangle OHC, tgh =— B
Ch : 0
. D HB
Considerem el rectangle DHB, tgg= Sh
oH /
tgb cH OH DH
0 CH - 2P~ igB xetgB = 1 v
99 HB HB CH
DH

Aleshores, tgh =tgg, pertant, b=¢.
D D D
Els triangles CEB, DBH sén semblants, per tant CEB és rectangle.

Siga M el punt mig de la hipotenusa BC.
Per la propietat de la mitjana d’'un triangle rectangle (la mitjana sobre la hipotenusa
mesura la meitat de la hipotenusa):

ME =MB, el segment ME és sempre constat.
Aleshores el lloc geométric del punt E al variar O sobre el catet AB és 'arc de

circumferencia de centre M i radi A—ZB.
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Problema 69

D
Determineu I'area del triangle ABC si coneguem els costats a, b i la bisectriu d que
formen els dos costats.

Solucio:
Siga d = CD la hisectriu a I'angle C.
Siga x =BD,y = AD.

Siga 2a = C.
b .
L'area del triangle ACD €s: S, = dbxsTma
o .
L'area del triangle BCD és: Sg :da>c$
Sumant les dues arees:
S asc =msina (1)
: . , D X d
Aplicant el teorema dels sinus al triangle BCD: ——=—— (2)
sina sinB
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACD: L = L 3)
sina SinA
, . , D x+y _ b
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC: — =—— (4
sin2a  sinB
Substituint (2) i (3) en I'expressio6 (4):
asina  sina ¢
dC——+—=
esinB sinAg_ b
sin2a sinB
Simplificant:
d(S|r.1A+smB) “b 5)
2sinAcosa
. . . D __sinA _a
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC : Py = b (6)
sin

Substituint I'expressié (6) en I'expressio (5):
dgja[ +EQ

e ag_

2cosa

.2
Aleshores, cosa = d(a +b) sina=[1- cafmg (7).
2ab e 2ab g

Substituint I'expressio (7) en I'expressio (1):
dqa+b) . _d@a+ b)y/4a2b? - d?(a +b)?
dab

SABC
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Problema 70
- D - -
En el costat AC del triangle ABC agafem el punt M tal que AM = %AC ienla

continuacié del costat BC un punt N tal que BN =CB . En quina raé divideix cadascun
dels segments AB i MN el punt d’interseccié.

Solucio:

Siga P el punt d’interseccio dels segments AB i MN .

Els vectors {AB, MN} son linealment independents, per tant base del planol real.
Siga AP =axAB, MP =b N .

Hem de determinar a,b.

AC = 3%AM = 3[AP - MP)|=3aAB - 3bWN .
CB =AB - AC = (1- 3a)AB +3bMN P
PN =MN - MP =(1- b)MN

AN = AP +PN = aAB + (1- b)MN

AN = AB +BN = AB +CB =(2 - 3a)AB + 30MN

Com que les components d’'un vector respecte d’'una base son uniques:

ja=2-3a .
i resolent el sistema, |
11-b=3b 1

f
Aleshores, P divideix el_segment AB en larad 1:2.
P divideix el segment MN en larad 1:4.

i
8=
|

I:b:



