Problemas de Triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problema 81

D P
Siga el triangle ABC tal que la circumferéncia de diametre BC passa pel punt mig M

del costat AB, i el costat AC és tangent a dita circumferéncia. Siga N el punt
diametralment oposat a M respecte de la circumferéncia. Proveu que la ra entre les

D D
arees dels triangles ABC i MNC és 2.

A
Solucio:
Per ser AC tangent a la circumferencia, AC és perpendicular al |I
P D
diametre BC, aleshores el triangle ABC és rectangle C =90°. B C
La mitjana sobre d’un triangle rectangle és la meitat de la
hipotenusa, aleshores:
N I

CM=BM= % = CN. Aleshores, DPMBC = 45° .

D D
El triangle ABC és rectangle i isosceles. El triangle MNC és rectangle i isosceles.

D D
Aleshores els triangles ABC i MNC sb6n semblants.
La rad entre les arees és el quadrat de la rad entre els costats semblants.

D D
Calculem la rad entre les arees dels triangles ABC i MNC :

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCM:

2 2
5c- /3@_9 GBS o
e2g e2g 2

Problema 82
D
Demostreu que I'angle que formen les bisectrius dels angle B i C d’un triangle ABC és

. LA
igual a un recte més >

Solucio:

PR D
Siguen BD, CE bisectrius del triangle ABC. D
Siga | el punt interseccié de les bisectrius (I'incentre).
Siguen b=bCBD, g=bBCE.

Siga W=DBIC. A, E

D
La suma dels angles del triangle ABC és 180°:

2b+2g+ A =180°, aleshores, b+ g=90°- % (1)

D
La suma dels angles del triangle IBC és 180°:
b+ g+W=180° (2)
Substituint I'expressio (1) en I'expressioé (2) i simplificant:

W=900+2
2
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Problema 83

D P
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°. La bisectriu a I'angle A talla el costat BC en
el punt E i a la circumferencia circumscrita al triangle en M. Siguen K i L els peus de

les perpendiculars tracades des del punt E als costats AB, AC respectivament.

D
Demostreu que 'area del triangle ABC és igual a I'area del quadrilater AKML.

Solucio:

ADKL és un quadrat.

Siga x =DK =DL. C

SigaR eIEu de la perpendicular des del punt M al costat AB . E
Sigay=MR . 0

- D
Notem que AR =MR =y (per ser el triangle ARM rectangle i

isosceles). A\ k.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle DLC:

tgB =u, aleshores, x =
X

1+tgB
Notem que BDMBR =B +45° (angle inscrit en la circumferéncia).

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle MRB:

(o]
tg(B +45°) = L, aleshores, y =M.
c-y 1+1tg(B +45°)

D D
Notem que els triangles AKM, ALM son iguals.
Calculem l'area del quadrilater AKML:
_ _o XY _ b cxg(B+45°)
SA|<ML _2>SAKM =2x== P
2 1+tgB 1+tg(B+45°)

tg(B +45°) tg(B + 45°)

=pbc % =bc % =
(1+tgB)(1+ tg(B + 45°) 1+1tg(B +45°) +tgB + tgB xg(B + 45°)
1+tgB
1- tgB _ Cv1+th _
+1+th+th+th 1+tgB 2 +2tgB
1- tgB 1- tgB

=bc %
1

bc
=—=S,...
2 ABC

D
Aleshores, I'area del triangle ABC és igual a I'area del quadrilater AKML.
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Problema 84

Sobre un segment AB =2a com a base construim tres triangle isdsceles
D D D
ACB, AC'B, AC"B daltures a, 2a, 3a, respectivament. Demostreu que la suma dels

angles en els vertexs C, C', C” d’aquests tres triangles és igual a 180°.

Demostracio:

Siga D el punt mig del segment AB .
Per ser AD = AC tenim que DACD = 45°, C =90°. c*
Siga a =bDAC'D, b=bAC"D.

D
Aplicant raons trigopnomeétrigues al triangle rectangle ADC':

tga = E
2 o
aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle AI:I;C" :
tgbh = 1
3 A D
1.1
R
tg(a +b) = tga+tgh _ 2 3 =1. Aleshores, a +b =45°.
1-tgaxtgb , 11
23

C+C+C"=C+2(a +b)=90°+2x45°=180°.

Problema 85

D
En qualsevol triangle ABC s’acompleix la seglent igualtat:
bxcosB +c¢ xcosC =axcos(B - C)

Solucio:

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC : _b = _C = — a :
sinB sinC  sin(180°-(B +C)

sin(B +C)
sinB
sin(B +C)

Aleshores, a=b

axos(B- C)=b cosB-C)=
Aplicant transformacions trigpnometriques de productes en sumes:
= b_il(sinZB +sin2C) =
sinB 2
Aplicant relacions trigpnométriques de I'angle doble:

= b_i(sinB cosB +sinCcosC) =

sinB
Simplificant i aplicant el teorema dels sinus:
=bcosB + b_c >SInBcosC =b xcosB +c xcosC.

sinB b
Aleshores, bxcosB +c¢ xcosC =axcos(B- C).
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Problema 86
D
En qualsevol triangle ABC s’acompleix la segiient igualtat:
SinA +sinB +sinC = 4cosécosEcosE .
Solucié:
Aplicant transformacions trigonometriques de productes en sumes:
4cosécosEcosS = 433%03 A+B +cos A- Bgcosg =
2 2 2¢ 2 2 g 2
= 2{;%03 A*B 0sC +cosABeos £0-
e 2 2g
Aplicant transformacions trigonometriques de productes en sumes:
_ aaae A B C A+B-C6,1e A-B+C A-B-Co0_
= 26— +Cos -+ —~CCoS + cos T =
§ 2 g 2é 2 2 %%
A+B+C A+B-C A-B+C A-B-C
= oS — +cos > +cos > +cos > =

o_ 0. ) o
= c0s90°+ 005¥+ 003—180 2B + COSM =

=sinA +sinB +sinC

Aleshores, sinA +sinB +sinC = 4cos%cosEcos% .

Problema 87

Enun trlangle ABC tracem les cevianes CE, AD que es tallen en el punt P, tal que

CD 3 AE 3 CP
—=—, Calculeu r ==.
S 2 PE

DE 1 EB
Solucio:
D
Notacié: Considerarem [XYZ | I'area del triangle XYZ. C
Siguen BD=x, CD =3x, AE =3y, BE=2y. 3x
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son
proporcionals a les bases. = D
CEB| EB 2
[ === =—, aleshores, [CEB] = E[ABC] A
ABC| AB 5 5 Ay E 2y
CED| CD 1
[ - =—= = —, aleshores, [CED] = l[CEB] = l[ABC]
CEB| cB 4 4 5
ADC| _CD _3
[ - = =— =—, aleshores, [ADC] = E[ABC]
ABC B 4 4

[cPD] _cP [cPD] _cP

PED] PE [PED] PE

[CPD] [APc] _[ADC] _
" [PED]+]APE] [AED]

[ABC]

Aleshores, — =5

3
E[ABC]
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Problema 88

D R
En un triangle ABC el punt F divideix el costat AC en larad 1:2 (des del vertex A).
Siga E el punt interseccio del costat BC i la recta AG essent G el punt mig de BF.
Calculeu la raé en que divideix E el costat BC .

Solucio:

D
Notaci6: Considerarem [XYZ | I'area del triangle XYZ. "
i 2%

Siguen AF =x, CF =2x, BG=y, FG=y.

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees sén B
proporcionals a les bases.

|[ABG| = [AGF] [BGE] = [EGF].

[ABF] _ 2{AGF] _ AF
laBC]  [ABC|] ~AC
[BrC] _ 2:EGF] +[EFC] _ FC _2 aleshores, 2[EGF] +[EFC] = E[ABC] 1)
|ABC] |ABC] AC 3 3

e LR e -

= % aleshores, [AGF] = %[ABC] :

- 24EGF|+[EFC]| = %[ABC] )
Sumant i restant les expressions (1) i (2): [EFC] = %[ABC], 2 >{EGF] = %[ABC].

BE _ 2[EGF] _ %[ABC]

CE [EF]] 1 apc]
2

1
-

Problema 89
En tots el triangles rectangles el diametre de la circumferéncies inscrita és igual a la

suma dels catets menys la hipotenusa.
&

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°.
Siguen E, F el punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita  E} "I
i el catets. _
Siga r el radi de la circumferéncia inscrita. ACF 2
r=AE = AF
La distancia d’un vertex al punt de tangencia de la circumferéncia inscrita és igual al
semiperimetre menys el costat oposat al vertex.

AE -atbtc
2
Aleshores,

2r=a+b+c-2a=b+c- a.



Problemas de Triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problema 90

D J—
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°. Siga AD altura del triangle.
D D D
Siguen r,r,,r, radis de les circumferéncies inscrites dels triangles ABC, ABD, ACD,

respectivament. Proveu que r? =r,% +r,%.

A
Solucio:
D D
Els triangles ABC, ABD son semblants. Aplicant el
teorema de Tales: _
n_c c B ] [

== n=2r.
, 1
r a a

D D
Els triangles ABC, ACD sb6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

r, _b _b
===, I,=—=I.
r a a
.2 .2 2 2 2
2 2_a® O ,ab 0 _b°+c” , _a" , _ ,
o+ =G—r+ +¢—rs =———r* =—r? =r

ed g ed g a a



