Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Dibuixem 9 cercles contigus tangents de radi 1/2 i tangents a un
cercle de radi 1.
Calculeu la distancia entre els centres del primer i darrer dels

cercles.
Crux Mathematicorum M294

Solucio:

Siguen els centre del primer i segon cercle de radi % :

Per ser tangents els cercles de radi % , AB=1

Siga O el centre del cercle de radi 1, OA = OB =%

Siga C el punt de tangéncia dels dos primers cercles
de radi 1 .
2

Siga a =bBAOC.
Aplicant raons trigpnometriques al triangle rectangle

D
ACA, C =90°:

.1
a =arcsin=.
3

Siga D el centre de I'tltim cercle de radi % .

BAOD = 360°- 16a =36°- 16 mrcsin% =48927'37".

Siga d = AD.
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OAD :

2 2
o2 :geig +B80 2§3c0548°27'37"
e2g e2g 22

d =1.231208319



Un gquadrat ABCD esta inscrit en un sector circular l'arc la
vuitena part d'un cercle de radi 1. Dos dels vertexs del quadrat
estan en el radis i els dos altres estan en la circumferéncia.
Determineu I'area del quadrat. S’exigeix una resposta exacta de

a+b«/€

d
Crux Mathematicorum M295

la forma on a, b, cid soén enters.

Solucio:

Siga c = AB el costat del quadrat.
L’area del quadrat és c?.

Siga x =OP . OB =1.

(0]
DBAOP = 42 .

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle OPA:
[o]
i = tg 4; = .\/E -1.

2X

Aleshores: x = L c= lJM/EC.
22 - 1) 2

00=0p+ B =312

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle OBQ:
2
@B+2 0 a&d
‘g‘ CI +¢-+
2 5 €2g
6+3v2 , _
2

= 12

1.

L’area del quadrat és:

, 2 2-42

C =
6+ 32 3
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Siga t, =n? +20, pera n3 1 el terme general d'una successié. Demostreu que per a
tot n 3 1, el maxim coma divisorde t, i t_,, ha de ser divisor de 81.
Crux Mathematicorum M301

Solucio: A
Siga a,bl Z, a=bqg+r, q,rl Z. Aleshores, mcda,b)=mcdb,r).

t,,, =N?+2n+21.
Apliquem l'algoritme d’Euclides per a calcular el maxim comu divisor (mcd):

1

t, =N?+2n+21 t,=n? +20

2n+1

mcd(t ) =mcd(t,, 2n+1).

n+1? tn

Estudiem dos casos.

a)

Suposem que n és parell n =2k, t, =4k? +20, 2n+1=4k+1.
K -4

t =4k? +20 2n+1=4k +1 -k+20

-k+20 81

med(t,,,,t,) =mcd(t,, 2n+1) = mcd(2k +1, 81) .
Aleshores, el maxim comu divisor de t, i t,,, ha de ser divisor de 81.

n+l

b)

Suposem que n és imparell n =2k +1, t, =4k? +2k +21, 2n+1=4k +3.
k -4

t =4k? +2k+21 2n+1=4k+3 -k+21

-k+21 -81

med(t,,,,t,) =mcd(t,,2n+1)=mcd(2n+1, - 81).

Aleshores, el maxim comu divisor de t, i t,,, ha de ser divisor de 81.

n+l
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D
Siga el triangle ABC tal que BPABC =BDACB =40°. Si P és un punt interior del triangle
tal que BPBC =20° i BPCB =30°. Demostreu que BP =BA.

Crux Mathematicorum M302
Solucio:

D
El triangle ABC és isosceles i DBAC =100°.
Siga b=AC=AB, a=BC.
PBPC =130°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC:

a _ b a_  _ b :
sin100° sin40°  sin80° sin40°° B

. 2 = — b . Simplificant: a = 2b >xcos40°.
2sin40°cos40° sin40°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle BCP:
BP _ a BP _ a

sin30° sin130°°  sin30° cos40°
o]
_BP - 2b>cos40 . Simplificant: BP_ 2xsin30°=1.
sin30° cos40° b

Aleshores, BP = b =BA .
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Siguen a, b, c tres nombres reals tal que les sumes a+b+c, ab +bc +ca siguen

nombres racionals. Demostreu que a* +b* +c¢* és un nombre racional si i només si
abc és un nombre racional.
Crux Mathematicorum M304

Solucio:

Sigap=a+b+cl Q, gq=ab+bc +cal Q, r=abcl R
(a+b+c)? =a?+b? +c? +2(ab +bc +ca).

Aleshores, a? +b? +c? =p? - 2q (1)

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:

a,b,cT R son solucions de 'equacié: x* - px? +gx - r =0.

X3 =px2-gx+r.

Aleshores:

a®+b3+c® =pa’-qga+r+pb?-qgb+r+pc’-qc+r=
=p(a2 +b? +cz)+q(a+b+c)+3r.

Substituint I'expressio (1):

a® +b® +c? =plp? - 2q)+qp +3r =p° - pq+3r ()

x* =px3 - gx? +rx, ab,c son solucions d’aquesta equacio. Aleshores:
a*+b* +c* =pa®- ga?+ra+pb®- gb2+rb+pc - qc? +rc =
=p(a3 +b? +c3)+q(a2 +b? +c2)+r(a+b+c)
Substituint I'expressio (1) i (2):
a’ +b* +c* =plp® - pq+3r)+o(p? - 20) +1p =p* - 202 +4pr  (3)

Vegem la tesi del problema.
Sir=abcl Q de laidentitat (3) tenim que a* +b* +c* és racional.

Si a* +b* +c* ésracionali p! 0, de la identitat (3) tenim que r =abc1 Q.
Si a* +b* +c* ésracional i p=0, de laidentitat (3) a* +b* +c* =-2g°.
Aleshores, =0, a*+b*+c* =0.

a,b,cT R sén solucions de I'equacio: x° - r =0. Aleshores, r =0.
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Resoleu el sistema en els nombres reals:
LJX +y +4Z =3
.|[x«/;+y\/;+z«/_=3

%XZ«/Q +y2Jy +224/z =3

Crux Mathematicorum M305

Solucio:
1y +/z=3
Notem que x,y,z>0. Si x=0 el sistema ,l yJ;+zJ_:3 no té solucio real.
Py2y + 2247 =3
Siguen a:«/;>0, b=,y>0, c:«/;>0.
la+b+c=3
Els sistema quedaria: :’a3 +b3 +c® =3.
%a5+b5+c5 =3
Efectuemel canviu=a+b, v=ab. u>0, v>0.
(a+b)® =a* +b3 +3ab(a +b). Aleshores a® +b3 =u®- 3uv

c=3-u.Aleshores, c® =-u® +9u?- 27u +27

(a+b)®> =a® +b® +5ab(a® +b®)+10(ab)?(a+b). Aleshores
a® +b® =u® - 5udv + 5uv?
c =3- u.Aleshores, c® =-u® +15u® - 90u® +270u? - 405u +243

Substituint en la segona i tercera equacio:
j3u®-9u-uv=-8

| .
t3u® - 18u® +54u? - 8lu+uv® - u’v =-48

I 3u®-9u+8
V=
i "
I 2 .
i a8u®- 9u+80 asu? - 9u+80
i3u4-18u3+54u2-8MJ+U§————————3 'Usg————————i=-48
| u 2 u ]
Simplificant:
I _3u®-9u+8
[Vs——-
-I- u '
lu® - 6u?+12u-8=0
I, -3u"-9u+8 u=2
% u . Resolent el sistema: | .
1 3 _ iv=1
Hu-2)°=0
ia=1 ix=1

Aleshores: :'b =1, Per tant, :'y =1.
{C:]_ %Z:l
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D P
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°, i siga M el punt mig del costat AB . Si D és el
peu de la perpendicular de A sobre CM i N el punt mig del segment DC, demostreu

que BD i AN sén perpendiculars.
Crux Mathematicorum M308

Solucio:
PR D
AM = % Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CAM :
- 2 2
2

. D D -
Els triangles CAM, ADM son semblants, aplicant el teorema N
de Tales: 0

ZW - 2 [ 12 2

L_:—.Aleshores, DM=S 4? +g .
2CM c 214b +cC )

2 B 2 ATQ P M
Dl L Aleshores, DP = % '
DM CM ap’ * e

AD _2b Aleshores, AD = @'
DM ¢ abT e

Siga P la projecci6 del punt D sobre el catet AB .
Siga Q la projecci6 del punt N sobre el catet AB.

D D
Els triangles APD, DPM sén semblants, aplicant el teorema de Tales:

_ 2
i :i . Aleshores, AP :%.
AD DM 4b“ +c
Per ser PD i QN paral-leles. Aplicant el teorema de Tales:
AQ CN 1 — 2
:Q =—=—, aleshores, AQ =% .
AP CD 2 4b° +c
- 2 12 2
CD=CM- DM= m
4b® +c?
_ - 2 2 2
N=1CD :M_
2 4bh® +c?
- 2 2
MN =DM- DN = Y40 *C one, ¢2).
2(4b° +c°)
D D
Els triangles CAM , NQM sén semblants, aplicant el teorema de Tales:
_N b _ 2 2
Q: = —, aleshores, QN :M.
MN CM 4b“ +c
_ _ 2 2
Bp=c. ap = S(2° +c7)
4b2 +C2
Siga a =PDBA , b =PNAQ .
_ DP _ bc _ DP _ bc
tga =—=———, tga =—=

v g — -
BP 2b%+c? BP 2b%+c? o
Aleshores el angles a, b s6n complementaris. Per tant, BD i AN sén perpendiculars.
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Quatre rectangles iguals estan disposats formant una quadrat

de tal forma que estan sobre un altre quadrat més menut.
Siga S I'area del quadrat exterior i Q I'area del quadrat interior.
Si I'area del quadrat exterior és 9 vegades l'area del quadrat
interior, determineu la rad dels costats dels rectangles.

Crux Mathematicorum M310

Solucié:

Si les arees dels quadrats estan en proporci6 9:1 la proporcio

dels costats és /9 : 1
Siguen els costats dels 4 rectangles a, b tal que a£b.

El costat del quadrat gran és a+b. b
El costat del quadrat menutés b- a.

a+b_«/§_

=——=3.
b-a 1 a
Aleshores,

a+b=3b- 3a

4a =2b

-2,
a

Aleshores la rad de proporcionalitat entre els costats dels rectangles és 1: 2
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D -
En el triangle ABC, siga D el punt d’interseccié de AB amb la bisectriu interior de
'angle C, i siga E el punt mig de AB. Demostreu que CD +CE <BC + AC.
Crux Mathematicorum M315

Solucié: o c
Siga E el punt mig del costat AB .
- D
Siga CD la bisectriu del triangle ABC.
- D
Siga CH altura del triangle ABC
Considerem el punt C’ simetric de C respecte del punt mig E.
CE=CE A+ D Ee =
AC’BC és un paral-lelogram. . “x\ JJ’
D S \ ]
Aplicant la desigualtat triangular altlan% AC'B: Tell
BC + AC Sl

CC' <BC +AC . Aleshores: CE <

Suposem que A3 B.

El peu de l'altura H esta en la semirecta d’origen E i direccié EA.
La bisectriu referida a un vertex del triangle esta entre I'altura i la mitjana referida al
mateix vertex.

- D
El segment CD esta dins del triangle rectangle CHE .
DBCDB =90°+bHCD 3 90°.

D
Considerem el triangle CDE . A angle major li correspon costat oposat major.

Aleshores: CD £ CE. CD£CE<BCrAC

Aleshores, CD +CE <BC + AC.
Si A £B, el raonament seria analeg.
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1

o
Ekaggg kvk +1+(k +D/k

Crux Mathematicorum M316

Calculeu

Solucié:

1 Kk +1 - (k + Ik _ - kalk +1+ (k+ 20k
kalk +1 + (K + vk (k«/ﬁ #(k+ VK ok + 1- (k+ k) (k + Dk

1 _VkoAk+1
k«/ﬁ+(k+1)«/_ Tk k1

o k+10 «/_ o JkT
15%99 kk +1+ (k "'1)\/E B m%ggéT k+1 B_1£k£ ko 15399 k+1
Jk _J1 4100 _ 9

x|%|

- a
1Ek£99
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Siga el quadrat ABCD inscrit en un sector circular de radi 1 que té dos vertexs en
I'arc i dos sobre els radis frontera (veure figura). Si I'angle central mesura 2q,
determineu el valor g que fa l'area del quadrat maxima.

Crux Mathematicorum M317

Solucié:

Siga x = AB = AD el costat del quadrat.
L’area del quadrat és S = x?
Siga M el punt mig del costat AD.

0 £ 29 £ ¢, aleshores, 0£q£§.

o_
POAD = &ZZQ - 90e-

g.

O

DOAB =180°-q.

D
Aplicant raons trigopnomeétrigues al triangle rectangle OMA :
OA=_2X

2sing’ o A

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OAB :

.2
1?2 =x2+& % 9 X cos(180°-q).
e2sinqg 2sing
5 4sin?q

X° = )
4sin*+4sing:cosq+1
Considerem la funcio:

4sin® ~ & pu
f@= 2 T D2
4sin“+4sing:cosq+1 20
£(q) = 83inq(cosq+23inq)
4sin2+4sinq><:osq+1)2
f'(@ >0, " ql go%ﬂ Aleshores la funci6 és creixent en el domini.
a

El maxim s’assoleix quan q =g , €s a dir, quan el sector és la semicircumferéencia.
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Si hiasoén la hipotenusa i I'altura, respectivament, d’un triangle rectangle, proveu que

a _h,5
—+—

h a 2
Crux Mathematicorum M319

Solucio:

D -
Siga el triangle rectangle HBC H =90°, siga a = HD altura sobre la hipotenusa del
triangle.

Siga HM la mitjana sobre la hipotenusa. C
La mitjana sobre la hipotenusa d'un triangle rectangle mesura la meitat D
de la hipotenusa, HM = — i
HD £HM, la igualtat s'assoleix quan el triangle rectangle és isosceles. "
Aleshores, 0 < ¢ 1 :
h 2
Considerem la funci6: f(x) = x +& . La funcié és continua i derivable en |- %Q
X
2 N N
x°-1 A 1u
f'(x)= . 0,= .
X2 1;310 24
Aleshores, La funci6 és decreixent en Ebiu Per tant, f(x) 3 fgelgzi.
24 &2g 2
Sigax =—, aleshores, f(;aaig > . Aleshores, 2y h, E.
h hg 2 h a 2
La igualtat s’assoleix quan % -1 jaque f gé' 0 g és a dir quan el triangle rectangle
e2g

és isosceles.
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Si p i g s6n dos nombres primers bessons, aleshores els nombres p* +4 i gq* +4 son
primers entre ells.
Crux Mathematicorum M320

Solucid:
Dos nombres son bessons si es diferencien en 2 unitats, és a dir, q=p+ 2.

p* +4=(p2 +2p+2)p2 - 2p +2).
q‘ +4=(a? +2q+2)a? - 24+ 2)=(p+2)? +2p+2) +2p +2)7 - 2(p+2)+2)=
= (02 + 6p +10)p? +2p +2).
Aleshores, p? +2p+21 1 divideix p* +4 i g* +4, per tant no son primers entre ells.
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Siguen a, b, c tres nombres reals positius. Demostreu que:
a®+b®+c? N 8abc

3abc (a+b)( +c)(c+a)
Crux Mathematicorum M322

3

Solucio:
a®30,b*30,c*30.
Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmetica i la mitjana geométrica:

3 3 3
a’+b° +c
T3 Facb3c® =abc.

a®+b®+c?

Pertant, ——— 31
3abc
a>0,b>0.
Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i la mitjana geomeétrica:
a+b
3 Jab>0.

Analogament, b% 3 Jbc >0, HTa 3 Jca>0.
Multiplicant les tres desigualtats:
(a+b)(b ; )C+a); Lie
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Determineu les solucions reals (x,y) de I'equacio
20 sinx- 21cosx =81y? - 18y +30.
Crux Mathematicorum M323

Solucio:
Considerem la funci6 f(y) =81y - 18y +30.
La funcié és una parabola el seu valor minim és el vertex, que es troba en

Aleshores, f(y) 3 féég: 29.
e9g

Considerem la funcié g(x) =20sinx - 21cosX .

Determinem els maxims de la funcio:
g'(x)=20cos x + 21sinx.

g'(x)=0
20cos x+ 21sinx =0
tg x = ﬂ
21
x:arctg(@;ae 20—+kp, kTl Z2, arctggﬂgl 3 B 9
21 g 21 g H 2 8
sma%rctgﬂo—ﬂ, cosa%rctg_ 209_21
21 g 29 21 g 29

"(x) =-20sinx + 21cosx

g garctgg— 9 2kp— =-20 smgarctgg—O;; 21cos(%?arctgg—oo >0

9, 2kp és un minim.

Aleshores, x = arctgca{;e 20
21 g

209+p <0

2

g garctgg——+ p+ 2kp— =-20 smgarctgg— + p 2 21cosgarctgg

Aleshores, x :arctgge£9+ p +2kp és un maxim.
e?lg

ggérctgge 20 2 p +2k gz 29
e?2l g 2

Per tant, g(x) £ 29.

L’equacié 20sinx- 21cosx = 81y? - 18y +30 té solucié quan g(x) =29, f(y) =29.

Es a dir, x :arctggeﬂ9+ p+2kp, y _1
e2lg 9
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Dues funcions f,g: R ® R son definides per
f(x) =3x- 1+[2x +1, g(x) = é(3x +5- |2x +5|). Demostreu que gof=fog,

(fof)*=gog.
Crux Mathematicorum M324

Solucio:
Definim les funcions f i g a trossos:

Ix- 2 six<'—1

f(x) =i 2 lafuncié és continua en x ='?1.
15x Six3 —
T 2
TX+2 six<? ]
g(x) =i , la funcié és continuaen x=—.
i1 ., -5 2
I =x Six3 —
15 2

a) Vegemque gof=fog.

Si x<£.AIeshoreS, X - 2<j, x+2<_—1.
2 2 2

(@of)(x) = g(f(x)) = g(x - 2) =x.

(fog)(x) = flg(x)) = f(x +2) =

Si X:j

gﬁ e 7
Si j<x<'—1.AIeshores, X - 2<£, '—1<£.
2 2 2 2 5
(@ f)(x) =gf(x)) = g(x - 2) =x.
&l o
(fog)(x) = f(g(x)) = fe=x2=x.
ed5 g
Six='—1
2
& 10 e 100 e&e506 -1
(o NE=2= ffe—2 =g >2= .
g ggz% nga 2
210 , 22100 250 -1
fo ~=fegc—=x=f =,
e s 2, 2
Si x>_—1.AIeshoreS, 5x >ﬁ, £x>'_l>'_1_
2 5 10 2

(92100 = dlf(0) = 9= £ 5x = x.

(Foq)(x) = flo(x) = FEx8=51x =x.
es g 5

Aleshores, (fog)(x) =(gof)(X) =x.
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b) Vegem que (fof)*=gog.
Aplicant l'apartat a)
(=)o (g°9) = f((fo g)lgx))) = f(g(x)) = x

Aleshores, (fof)*=gog.



Siga el nombre en base 10, a89b,,, determineuaib afi
que 6189b(10 = 5904 (10 = b98a(10 .
Crux Mathematicorum M326

Solucio:

O<ab£9
889b(10 = 5904 (10 = b988(10 .

axl0® +8x102+9x10+b- 5904 =b x10° +9x02 +8x10 +a.

1000(a- b) +b- ¢ =980 +5904 - 890
999(a - b) =5994 . Simplificant:
a-b=6.

Per tant els parells de valors (a,b) son:
(7.1) (8,2),(9.3).

Crux Mathematicorum
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Catherine s’ha comprat una nova goma d’esborrar en forma de prisma rectangular, les
diagonals de les cares mesuren 10, +/61 i 4/89 . Quin és el volum de la goma de
Catherine?

Crux Mathematicorum M 327

Solucié:

Siguen a, b, c las arestes del prisma rectangular.

a
Siguen a, b les arestes de la cara de diagonal 10. Aplicant el teorema de Pitagores:

a? +b? =107 @
Siguen a, c les arestes de la cara de diagonal J61. Aplicant el teorema de Pitagores:
a2 +c2 = (Je’i)z 2)
Siguen b, c les arestes de la cara de diagonal J89. Aplicant el teorema de Pitagores:
b2 +c? =(/8a [ @3)

Considerem el sistema format per les expressions (1), (2), (3):

a2 +b2 =100

?az +c? =61 resolent el sistema en les incognites a®,b*,c?:
{b? +c? =89

la? =36 jia=6

I .

ib? =64 . Resolent las tres equacions: :'b =8.
{c? =25 ic =5
El volum de la goma és V =568 = 240u?.
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Demostreu que per a qualsevol nombre enter positiu li restem la suma de cadascuna
de les seues xifres elevades a una potencia imparella qualsevol (no necessariament la
mateixa), s’obté un multiple de 3.

Crux Mathematicorum M328.

Solucio:

Ho provarem per induccio.
Suposem que el nombre a té una xifra.
Siga 2k +1, kI N un nombre imparell.

P=a-a*" =a(l- a*)=a@@+a")@1- a¥)

Suposem gue k = 3r, aplicant el teorema de Fermat:
ak = (a3 )r ° 1"(mod3) ° 1(mod3), aleshores,
P=a(l+a*)(1- a¥)° a(l+1)(1- 1)(mod3) ° 0O(mod3).

Suposem que k =3r +1, aplicant el teorema de Fermat:
ak = (a°) a° 1ra(m6d3) ° amo6ds), aleshores,

P=a(l+a*)(1- a¥)° a(a+1)(a- 1)(mod3) ° 0(mod3) . (producte de 3 nombres naturals
consecutius és multiple de 3.

Suposem que k = 3r, aplicant el teorema de Fermat:
ak = a%) a? © 1 xa(mod3) ° a(mods), aleshores,

P=a(l+a*)(1- a¥)° a(a+1)(a- 1)(mod3) ° 0(mod3) . (producte de 3 nombres naturals
consecutius és multiple de 3.

Per tant P és multiple de 3.

Suposem que per a qualsevol nombre enter de n xifres s’acompleix la propietat:
a=a, +a,x0+a, X0%+....+a,, XO"™*
aleshores, a- ((a Pt +(a, )+ +(a, 1)2k”'1+1)° 0(mod 3)

[o]

Vegem que s’acompleix la propietat per a qualsevol nombre natural de n+1 xifres:
Siga a=a, +a,x0+a, X0% +....+a, , X0"* +a_  x0".

a- ((ao )t g (a2t +la, )2+ (a, )2kn+l):

=a, 4. ta, A0 ka0 - ((ag P + ()2t o+ (a2 + (a2 =
=a, +..+a, 40" - ((ao )2|<0+1 + (al)2k1+1 + 4 (a )Zk”‘1+l)+an10” ) (an )an+1 o
Aplicant la hipotesi d’induccio:

°0+a, 10" - (a, " (mod3)

Notem que 10" © 1(mod3)

°a - (a, " (mod3)°

Un nombre d’'una xifra compleix la propietat aleshores:
° 0(mod3).

n-1



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu el valor de cos? 1°+ cos? 2°+cos? 3%+....... +c0s? 89°+co0s? 90° .
Crux Mathematicorum M329

Solucio:

Siga M = cos? 1°+cos? 2°+cos? 3%+....... +c0s? 89°+cos? 90°

Aplicant raons trigonometriques d’angles complementaris cos a = sin(90°-a):

M = sin? 89°+sin? 88°+sin? 87°+....... +sin? 1°+sin2 0° .

Sumant les dues expressions:

2M = (s;in2 1°+cos? 1°)+ (sin2 29+ cos? 2°)+ ....... + (sin2 89°+cos? 89°)+ cos? 90°+sin? Q°
2M =89.

Aleshores:

m=2
2



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga n un enter positiu. Es defineix el n nombre triangular T, com la suma

T,=1+2+...+(n-D+n= n(n

tal que la diferéncia siga 2008.
Crux Mathematicorum M330

Solucié:
Siga k >n

+ . :
Tl). Determineu tots els parells de nombres triangulars

Cerquem els parells, (n,k) talque T, - T,, =2008.

k(k+1) n(n+1)
2

k? +k-n?-n=4016.

(k+n)k-n)+k- n=4016.

(k +n+1)(K- n) = 2% x251.

=2008 .

Les possibles solucions son les solucions naturals dels seguients sistemes:

ik+n+1=251 |

i , la solucid és: |

1k-n=16 0
]

ik+n+1=502 L

i , la soluci6 és:

ik-n=8

ik+n+1=1004 L

i , la solucio és:

ik-n=4

ik+n+1=2008 L

i , la soluci6 és:

tk-n=2

ik+n+1=4016 L

i , la soluci6 és:

tk-n=1

Per tant, només té 2 solucions,

—— ——

n=117
k =133
_ 493
n = —_—
2 gue és una solucié racional.
509
k=——
2
i 999
"
i gue és una solucié racional.
i, _ 1007
k= ———
1 2
i _ 2005
r n= T
i gue és una solucio racional.
i) = 2009
i 2
jn =2007
1k =2008"
in=117 in=2007
1k=133" tk=2008"



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga el trapezi ABCD de costats parallels AB, DC i les diagonals es tallen en el punt
P.

D D
a) Si l'area del triangle APB és 4 i la del triangle DPC és 9,
(i) Demostreu que AP:PC =2:3.

D D
(i) Expliqueu per que la rad de les superficies dels triangles BPC i BPA és
igual a 3:2
(iii) Determineu I'area del trapezi ABCD.

D D
b) Sil'area del triangle APB és x i la del triangle DPC és'y, determineu l'area del
trapezi ABCD en funci6 de x i y.
Crux Mathematicorum M331

Solucio:
a)
(i)
D D
Els triangles APB, DPC sbén semblants, la rad de proporcionalitat és igual a I'arrel
guadrada de la proporcié de les arees.

AB _ AP _ IS _ \/E _2

CD PC \Spec V9 3

(ii)

Dos triangles que tenen la mateixa altura la bases son proporcionals a les arees.

D D
Els triangles BPC, BPA tenen la mateixa altura, aleshores:

Swe _PC_3
Sas AP 2
Analogament:
Seec _PC_3
Sora AP 2
(ii)
3 3
Sepc :ESAPB =Ex4:6-
2 2

Sora :§SDPC :5@:6-

Saeco = Sppc T Sape tSgpc TSppa =9+14+6+6=25.
b)

Siga X =S pg, ¥ =Sppc -

Analogament que en l'apartat (aii)

Sepc :\/E Sopc =\ﬁ
S aps X Sppa X
- Y - -
Sepc —\/;SAPB —\/%XX_*/E-

X X
Spea :\/gsopc:\/gxyzﬁ-

Aleshores:
2
Sasco = Sorc +Saps T Sepc + Spea :y+X+M+M:X+y+2\/@:(&+W) :



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

El radi i I'altura d'un cilindre circular, recte i tancat s6bn dos nombres naturals. El valor
del seu volum és quatre vegades el de la superficie total (bases incloses). Determineu
les dimensions del cilindre de volum minim.

Crux Mathematicorum M332.

Solucio: X

Siga R el radi del cilindre i h I'altura, R;h1 N.

El volum del cilindre és V = pR2h.

La superficie del cilindre és S = 2pRh + 2(pR2).

Com que el valor del seu volum és quatre vegades el de la superficie total:
pR2h = 4(2pRh + 2pR?). Simplificant:

Rh=8h+8R.
h:S_R_
R-8
Aleshores la funcio volum és:
R3
V(R)=8
R)=8p~
2R3 - 24R?
V'(R)=8p——M8—.
(R-8)?
V'(R)=0 si R=121 N, h=8R _842 i N
R-8 12-8
V'(12) > 0.

Aleshores, R =12 és un minim de la funcio.
Aleshores les dimensions del cilindre de volum minim sén R =12, h=24.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

. x-3 |
a) Determineu tots els enters x per als quals €s un enter.

3x- 2
. 3y +3

b) Determineu tots els enters y per als quals €s un enter.
3y2+y-2

Crux Mathematicorum M334

Solucio:

a)

. o _ x-3 - o 1310
Considerem la funcié f(x) = 3 . El domini de la funcié és R ~ 15%.
- |

La funcio és estrictament creixenten R ~ i%
]

o<

. 1
i, 10023
f(3)=0

4
f-1)=—.

-1 =
Aleshores:

Si x>3, O<f(x)<%,ésadir, f(x)I Z.
. 1 4 . .
Si X£ -1, §<f(x)£g,esad|r, fx)I Z.

Six=0, f(O)—EI Z.

Six=1, fh=-21 2.

. - 1.
Six=2, f(2)=—1 Z.
()=

Six=3, f(3)=01 Z.

-3 ésentersi x=13.

Per tant,
3x-2

b)
3y? +3=(y +D(3y* - 3y +3)
3y +y-2=(y+1)@By- 2)

3
Suposem y ! -1, en cas contrari el denominador de ﬂ és zero.
3y?+y-2

3y>+3 _3y?-3y+3 - y+3 y-3

3y +y-2 3y-2 y* 3y-2 -y 3y-2

yl Z.

S 4+3 . N -3 . .

szy—sl z 0 y-2X31z 0

3y +y-2 3y- 2

Y-3; Tz 0 vy=13 (aplicant l'apartat a))

3y-2

3

Per tant 3y"+3 ésunentersi y=13.

3y +y-2



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En una successio de quatre nombres, el segon es el doble del primer. A més a més, la
suma del primer i del quart és 9, la suma del segon i del tercer és 7, i la suma dels
guadrats dels quatre nombres és 78. Determineu totes les successions que tenen
aquesta propietat.

Crux Mathematicorum M335

Solucio:
Siguen els termes de la successio:
a 2a,bc
la+tc=9
:' 2a+b=7 . Les solucions del sistema sén:
{az +(2a)> +b%+c2 =78
i 13
.I.a = ?
la=2 1 9
%b =3, :'b = T Les dues successions que compleixen les hipotesis son:
Ic = i
7
1" 5
2,4,3,7
13 26 9 32



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Un punt “reseau” és un punt (x,y) del planol tal que les coordenades X, y son enteres.
Siga n un enter positiu.

Determineu els punts “reseau” tals que estan a l'interior de la regi6 |x| +|y| £n.
Crux Mathematicorum M336.

Solucio:

|x| +|y| =0 I'tnic punt que ho compleix és (0,0)

El total dels punts que |X| +|y| =n, n=12,....és igual al perimetre d’'un quadrat de
costatn, n=12,....el seu perimetre és 4n.

n=0 "L
1
n=1
¥
Al
A
- .
.
..-'f' o |
o =
- -
- -
R
b
n=2
Ay
A
- .
- .
P BN
- .
- .
e y I
- il
. s
. s
. s
. s
. s
|
W
n=3 L
SR
s ~
s ~
-
= o,
s ~
s ~
s ~
e 1 -
-
s ~
s ~
o 1 -
-\-.\ I
- -
~ {_,"'
e, -
- -
- -
- -
L] ,_.a"f
\\ p
- -
W
L 3




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

El total de punts tal que || +|y| £n és la suma: ,
Y
- \
d d (1+n)n e -
— — — - o
1+ A 4k=1+4Q k =1+4x—"—=1+2n(n+1). R N,
— - - s -
k=1 k=1 I’ s 1 ", .
- - N .
e - e \ ~
- s - \ S
1
. ~ . - ”
. . . - -
~ ~ “~ | . - -
wow a
. ~ s 4
~ . - i
™ ™ I -
i\ A
~ i
\\ -




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Sobre els costats AB i CD d'un rectangle ABCD amb AD < AB s’ha escollit els punts
FiEtal tal que AFCE formen un rombe.

a) Si AB =16 i BC =12, determineu EF.

b) Si AB=xiBC= y , determineu EF en funci6 de x i y.

Crux Mathematicorum M337.

Solucio:
Les diagonals d’'un rombe sén perpendiculars i divideixen el rombe en 4 triangles
rectangles iguals.

— = = — D
Siga ¢ = AF =FC = CE = EA costat del rombe. &
a)
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle FBC:
c? =122 +(16 - c)?. Resolent I'equacio:

_25

=<2 A =

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:

AC =+/162% +122 =20.
L'area del rombe és:

Sarce = AF »BC = AC2><EF
2—25 x12 = 20EF Resolent Irequacio en EF:
EF =15.

b) Utilitzant el mateix procediment de I'apartat a):
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle FBC:
c? =y? +(16 - x)?. Resolent 'equacié en la incognita c:
_x*+y?
2X

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:

AC =x? +y? .

Syrce = AFBC = 25
2 2
X +y° xEF L L ==
X 2+y y= g . Resolent 'equacio en la incognita EF:
X

N

+
<

EE=Y./x
X



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Dos estudiants fan un error copiant 'equacié quadratica x* +bx +c¢ =0 que el seu
professor ha escrit a la pissarra. Joan ha escrit b correctament, pero no c, aleshores la
seua equacio té per arrels 5 i 4. Victor escriu ¢ correctament, perd no b, la seua

equacio té per arrels 2 i 4. Quines son les solucions de I'equacio original.
Crux Mathematicorum M338

Solucio:

Siga x? +bx +d =0 I'equacié que ha copiat Joan. Aplicant les formules de Cardano-
Vieta:

b=-(4+5).

b=-9.

Siga x? +ex +c¢ =0 I'equaci6 que ha copiat Victor. Aplicant les formules de Cardano-
Vieta:

c=2:4.

c=8.

L’equacio original és:

x%-9x+8 =0, les arrels d’aquesta I'equacio son:

X =8,x=1.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu el nombre d’enters entre 100 i 199, ambdos inclosos, que tenen
exactament dos xifres iguals.

a) S’escull un enter entre 1 i 999 a 'atzar (cada enter té la mateixa probabilitat
d’eixir). Quin és la probabilitat que I'enter escollit tinga exactament dues xifres
iguals.

Crux Mathematicorum M339

Solucio:

a)

La forma dels nombres és:

laa,, , de tal manera que a* 1. Per tant, hi ha 9 possibilitats.

11a,, , de tal manera que a* 1. Per tant, hi ha 9 possibilitats.

1al,,, de tal manera que a * 1. Per tant, hi ha 9 possibilitats.
Per tant, entre 100 i 199 hi ha 27 possibilitats.

b)

Entre 1i 9 els nombres sén d'una xifra.

Entre 10 i 99, hi ha 9 possibilitats que tinguen dues xifres iguals.

Entre 100 i 999, aplicant a) hi ha 9:27 possibilitats de que el nombre tinga dues xifres

exactament iguals.

La probabilitat del problema és:
D= 9+9x27 _ 28
999 111




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

D —_— —
Siga ABC un triangle isosceles, AB = AC, siga M el punt mig del costat BC. Siga P
un punt qualsevol del segment BM. Pel punt P es traca la perpendicular al costat BC

que talla el costat AB en K i a la recta AC en T. Demostreu que PK +PT és constant.
Crux Mathematicorum M340

Solucio:
Siga BC = 2x, aleshores, BM =CM = x.
Siga BP=vy. T
D D

Els triangles ABM, KBP sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
i.ﬁ :—E_B, i.ﬁ = X. Aleshores: A
AM BM AM X
PK = LxAM .

X K

D D
Els triangles ACM, TCP so6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

PT :g_E, PT _ -2—)(-1 Aleshores:
AM BM X

AM
PT=2X"Y am

PT =
X B P M

PR +PT = L xAM +2X Y AN = 2 xAM .
X X
Aleshores, PK +PT és constant i és igual al doble de I'altura del triangle isosceles

sobre el costat desigual.

\C



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

D PR
Siga el triangle rectangle ABC, B =90°. Els catets BA, BC estan en proporci6 3:2.
L’altura BD divideix la hipotenusa CA en dues parts, tal que la seua diferencia és 10.

Calculeu la longitud de la hipotenusa CA .
Crux Mathematicorum M341

Solucio: A
Siga BD=h.
D D
Els triangles ABC, ADB s6n semblants, aplicant el teorema de Tales:
AD 2 —E . Aleshores, AD —gh
BD BC 2 2
Els trlangles ABC BDC sén semblants, aplicant el teorema de Tales:
CD i 2 Aleshores, CD —gh
BD BA 3_ L 3 .
Per hipotesi, AD- CD =10.

Aleshores, %h - %h =10. Resolent I'equacio:
h=12.
CA=CD+A =§h+3h 26.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Sophie i Céline han de desplacar unes caixes, 10 grans i 10 menudes. En la taula
s’indica el temps requerit per fer-ho, per cada caixa i persona.

Céline Sofhie

Caixa menuda Imin. 3min.

Caixa gran 6min. 5min.

Crux Mathematicorum M342

El treball comenca a les 9h del mati. Determineu a quina hora, en temps en qué
hauran fet la feina.

Solucio:
Siga t, = el temps en min. que tarden Céline i Sophie juntes en transportar 1 caixa
gran:

1 1 1
—+= =" aleshores,

6 5 t,

t, =—min.

Per transportar les 10 caixes grans tardarien:

T, =10x, —@mm
11

Siga t, = el temps en min. que tarden Céline i Sophie juntes en transportar 1 caixa
menuda:

1 1 1
—+ = =" aleshores,
1 3 1t

3 .
t, =Zm|n.

Per transportar les 10 caixes menudes tardarien:
T,=104, = %mm
El temps total que tardarien és:

T=T,+T, _%+§m'n _7—25m|n 34min46seg.

4

Per tant acabarien la feina a 9h34m46seg.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga la successio recurrent de Fibonacci:

f,=f,=1

o =f +f0

Alguns termes de la successio6 son: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,....
Calculeu la suma dels 100 primers nombres parells d’aquesta llista.

Crux Mathematicorum M343

Solucio:
El polinomi caracteristic de la successio recurrent és:
x? =x+1.
Les arrels del polinomi son:
1+4/5 1-4/5 _-1
=F,x=_"Y ="~
2 2 F
Aleshores el terme general de la successio és:

N
Q0
(%)

Amb el primer i segon terme determinem els valors de A, B:
l=Fwa-1g ]
' F

| iy .
i » ,lasolucio del qual és: SJ_
- /5

i1=F2xa+EL0 g g=_V>
eF g 5

‘/ng” + = /5 ae_lgn

> eFg

£z A +BEL
eF

i —

— o ——

5

V5
" 5

@x(F”-(l- F)”) (1)
Calculem la suma dels n termes de la successié de Fibonacci:

J
S|ga Tn = a fk

k=1
fa =f +1,

fn = fn-2 +fn-l

Sumant totes les expressions:

T, -f-f,=2T, -f_,-2x, - f, aleshores:

Tn = an + fn—l - f2 (2)

Notem que els termes de valor parell ocupen els llocs multiples de 3:
]80

Siga S la suma que cerquem, S = & fy
k=1



Crux Mathematicorum
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24, =f, +f, +1;.
25, =1, +1f; +1;
235 =1, +f5 + 1,

+f +F

2 ><f1OO>§3 = f298 299 300
Sumant totes les expressions:

3600
25 = f = Tao
k=1
Aplicant la formula (2)

1 1
S= §T300 = > (2f300 +f90 - fz)

Aplicant la férmula (1)'

T300 - = éz_ F300 1 F)300) ’\/5§(F 299 _ (1_ F)299 )_ %(FZ _ (1_ F)Z)g



Crux Mathematicorum
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S’ha construit el quadrat

1 2 3

4 5 6

7 8 9
Format pels nombres de 1 a 9 en ordre creixent, linia a linia. La suma dels enters que
formen les diagonals és 15. Si construim un quadrat semblant amb els enters de 1 a
10000, quina sera la suma de cadascuna de les diagonals.
Crux Mathematicorum M344

Solucio.

El costat del quadrat magic conté /10000 =100 caselles.
Totes les files, les columnes i les diagonals sumen el mateix.
La suma total de tot el quadrat magic és:
S=1+2+....+10000 :w = 50005000 .

Com totes les files sumen el mateix, cada fila suma:
50005000 — 500050 .

100



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

D N -
L’area d'un triangle equilater ABC és g+/15 . Si AB = 2>8C determineu el perimetre

del triangle en funcié de q.
Crux Mathematicorum M345

Solucid:
D
L'area del triangle ABC es, S,z =15 .
Si AB =2 BC, aleshores per ser el triangle isdsceles, AC = AB, o bé, AC =BC .

a) suposem que AC = AB .
Siga x =BC, aleshores, AC = AB =2x . Siga h = AD, altura del triangle.

Siga p = AB +AC +BC = 5x el perimetre del triangle. A
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD:
.2
&0 _ X

h= /(2x)2 - == =215

| g2z 2

5 —
L'area del triangle ABC €s: S ¢ BCZ>h =qv15:
x =15
ZT = qw/15 . Simplificant:
B D C

x? =4q. Resolent I'equacié en la incognita x:

D
X = ZJE. El perimetre del triangle ABC és p=5x = 10@ :

b) suposem que AC =BC , aleshores AB = AC +BC, els costats del triangle no
complirien la desigualtat triangular, la qual cosa és un absurd.



Crux Mathematicorum
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Determineu el nombre de xifres que conté I'enter 2% sense ajuda d’una calculadora.

Solucio.

Siga N un nombre natural de n xifres.
Aleshores 10" £N <10".

log10"* £ logN < log10"
n-1£logN<n.

Crux Mathematicorum M346

Siga N=2% | log2 » 0.3010

log2% =80log2 » 24.08 .

24 £1og2% £25.

Aleshores el nombre de xifres de 2% és 25.



Crux Mathematicorum
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i(a+b+c)d=420
_ {(a+c+d)b =403
Resoleu el sistema |

j@+b+d)c =363

f(b+c+d)a=228

tal que a, b, c, d son enters positius.

Solucio:
Crux Mathematicorum M347

420 =22 x3>5 %7, 403 =13:31, 363 =3x11%, 228 =22x3x19
De les equacions (2) i (3) notem que b i ¢ s6n imparells.

Restant las equacions (1) i (2)

(@a+c)(d-b)=17.

Coma+ct1l.

Aleshores, a+c =17, d- b=1.

a+c =17 icimparell, aleshoresa és parell 2£a£16, 1£c £15

a divideix 228 =22 x3 19, aleshores a=2,4,6,12

c divideix 363 =3x11?, aleshores ¢ =311
Com a+c =17, I'inica solucié és a=6,c =11.

d =1+b. Substituint en les 4 equacions inicials:
i (17 +b)(b+1) = 420
£(18 +b)b = 403
£(7 +2b)11= 363
{12 +2b)6 = 228

ib® +18b- 403=0

. Simplificant:

ib=13
1a=6
tb=13
Aleshores, | .
jc =11

fd=14



Crux Mathematicorum
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El perimetre d’'un sector circular és 12 (el perimetre inclou els dos radis). Determineu
el radi del cercle de maxima area d’aquest tipus de sector.
Crux Mathematicorum M348

Solucio:
Siga el sector AOB de centre O, OA=0B=r, a =bAOB,0£a £ 2.
La longitud de l'arc és, ar.

El perimetre del sector és, ar +2r =12. B
a= 12- 2r 1)
r
L’area del sector és, S = %rza (2)
o)

Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):
g=ip212-2r
r
S=-r?2+6r, Ofacf2, L£r£6.
1+p

L’area és una parabola convexa, el maxim s’assoleix en el véertex,
r:-6 :3Te6 ,63, a:12-2><3:
2(-1) &l+p 3

L'area maximaés S, ., =-32+6x3=9.

2.




Crux Mathematicorum
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+

a) Determineu els parells de hombres enters (x,y) tal que L
X

1

1200

+

b) Calculeu el nombre de solucions enteres (x,y) de I'equacio

x|k <[P
<|k gk

Crux Mathematicorum M349

Solucio:
a)
E+£=1. Notemque x* 0,5, y* 0,5
X y 5
Aillant la incognita y:
y = SX  _ 54 25 _
X-5 X-5

y1 Z, aleshores x - 5 divideix a 25.

Pertant, x- 5=1-1525,-25. (hotem que x! 0).
Si x- 5 =1, aleshores, x =6,y =30

Si x-5=-1, aleshores, x=4,y =-20

Si x- 5 =5, aleshores, x =10,y =10

Si x-5=25, aleshores, x =30,y =6

Si x-5=-25, aleshores, x =-20,y =4

Les solucions soén els parells:

(x,y) ={(6,30), (4.- 20), (10,10), (30,6), (- 20,4)}.
Notem que el total de parells coincideix amb el nombre de divisors enters de 25 menys
1.

b)

1.1 1

—+—=——_.Notemque x?* 0,1200, y* 0,1200 .
X y 1200

Aillant la incognita v:

_ 1200x  _ 1200 + 1440000

x - 1200 X - 1200
El nombre de solucions és igual al nombre de divisors enters de 1440000 menys 1.
1440000 =28 3254
El nombre de divisors enters de 1440000 és:
2:(8+)(2+1D(4+1)=270.
El nombre de parells solucions enteres de I'equacio és 270 - 1=269.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Daniel recorre amb bicicleta de Montignez a Boncourt. Una tercera part del cami és de
pujada, una tercera part decendent i la resta plana. La velocitat mitjana del tram de
pujada és de 16km/h i la del tram pla 24km/h. Si la velocitat mitjana del trajecte es de
24km/h. Quina és la velocitat mitjana del tram de baixada.

Crux Mathematicorum M350

Solucio:

) . e
En el moviment uniforme t =—.
v

Siga x la velocitat en km/h de la baixada.
Siga e el espai en km total recorregut per la bicicleta.
e

El temps utilitzat en la pujada és %

e
El temps utilitzat en el tram pla és 2—34.
e
El temps utilitzat en la baixada és 3,
X

El temps total utilitzat en el recorregut és: 4i + 24+ &

72 3x
La velocitat mitjana del trajecte és de 24km/h, aleshores el temps total para realitzar el
... e
recorregut és: —
24

.e e e _e
Igualant els temps: T —+ ==

72 3x 24
Simplificant:
1 1 1 1
_t——+— =,
16 24 x 8

Resolent I'equacio en la incognita x:
X =48km/h.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga C un punt sobre la circumferéncia de centre O i radi r. Siga AB una corda de
longitud r paral-lela a OC . La recta AO talla la circumferéncia en E i talla la tangent a
la circumferencia per C en el punt F. La corda BE talla el segment OC en el puntL, i

la recta AL talla CF en M. Determineu larad CF: CM.
Crux Mathematicorum M351.

Solucié:

Si OC és parallela AB iamésamés OC = OA = AB = OB =r, OABC és un rombe
tal que DOAB =60°, BAOC =120°, BFOC =60°

D P
El triangle OCF és rectangle ja que CF és tangent a la circumferéncia.
Aleshores, per ser DFOC =60°, OF =2r, CF=r+/3

7

D
L és paral-lela mitjana del triangle ABE, aleshores:
_r

2| 2|
O

5
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OAL :

—2 r? r
AL =r? +Z— 2>f><§>003120°.

Hzrﬁ.
2
Siga a =bOLA.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle OLA:

N

|’_
_r == 2 , aleshores, sina = \/g
sina sinl120° 7

J3

Per tant, tga = -

D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle LCM:

_Mthgaer.

2 4
B
cM_'"74 _1
CF r/3 4
Per tant,




1

1

Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu el parell (x, y) de nombres tal que xy + =+ i1 +X+y.

Crux Mathematicorum M353.

Solucio:
1 1 1
+I 4+ = Xty
Xy Xy

Notem que x,y* O.

Eliminant els denominadors:

X2y?2 +y+x=1+x%y +xy?

xz(y2 - y)+y— 1- x(y2 - 1):0

x2(y- Jy+y-1- x(y+1)(y- D=0

(v- Dlyx? - (y+Dx +1)=0

Pertant, y- 1=0,0bé, yx?- (y+1)x+1=0

Siy-1=0, aleshores, lasoluci6ésy=1x=a.

Si yx? - (y+1)x +1=0. Resolent 'equacio en la incognita x:

y _y+1+4/(y+ D)7 - 4y

2y
(=YL Jiy+D?-4y 1
2y y

Les solucions son:

(x,y)=§a;el,ag al R~{0},
ea g

(xy)=(1a), al R~{0},
(xy)=(@jl),al R~{0}

X

y

Xy

=1, aleshores, la soluci6 és x =1y =a.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Sense utilitzar calculadora factoritzeu en factors primers 32° +3% - 12
Crux Mathematicorum M354.

Solucio:

320 4319 .12 =319(3+1)- 34 =

- (319 } 3)22 -

=22:3(3% - 1)=

o) g o
=204 +1)g?) - 30 + 13 - 1)oef +30 vad=
= 22 X3 x28 X703 X26 X757 =

= 223 X% X7 X19 37 X X3 X757 =

= 25 X3 x7 X13 X19 x37 X757

Nota (*) x3 +1=(x+D(x%- x+1). x>-1=(x- D(x® +x+1).



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga un con de revolucio de vertex C i una base de radi 8 i apotema 24.
Siga A, B dos punts de la circumferencia base situats sobre un diametre, i P un punt

sobre el segment CB .

a) Si CP =18, determineu el cami més curt sobre el con partint de A i passant per P i
finalitzant en A.

b) Trobeu la posici6 de P sobre CB que minimitza la longitud més curta del cami
mencionat en a).
Crux Mathematicorum M355

Solucio:

a)

Si tallem el con (sense la base) des de B fins a C i despleguem la figura, ens quedaria
un sector circular de radi 24 i I'arc mesuraria la longitud de circumferencia de radi 8
(radi de la circumferéncia de la base del con).

Per ser AB diametre el punt A es troba en la meitat de l'arc.

L'arc de circumferéncia BB’ mesura 2p8 =16 . c
L'angle BBCB'= 16p =@.
24 3 P
DBCA=DBCB=E. B!
3
. . - D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC:: A

AD2 2 2 p
AP =24 +18 —2>Q4X18>COS§:468

AP = 613

El cami més curt és 2 xAP =124/13 .
b)
Siga x=CP
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC:
AP’ =247 +x2 - 2>Q4><x>«:os§ = X2 - 24x + 24
Considerem la funci6 f(x) = x? - 24x+ 24? que és una parabola concava. El minim de
la funci6 s’assoleix en el vertex.
El vértex es trobaen x = 274 =12.

El valor minim de AP és el valor minim de AP’ , s'assoleix quan CP =12
La distancia minima entre A i P és:

AP =122 - 24x12 + 24 =123
El cami més curt mesura 2 XAP = 24+/3 .




Determineu les solucions reals de I'equacié 32* + 3 =3* +3*"3

Crux Mathematicorum M357.

Solucio:

Siga A=3%.

Aleshores, 32*2 :S‘:Z(SX)2 =9A?%, 33 =333* =27A.
Aleshores I'equacio inicial es transformaria en:

9A? +3 = A+27A.

9A% - 28A+3 =0.
Resolent I'equacio en la incognita A:

A=3. A=372,

Si A=3, 3* =3, aleshores, x =1.
Si A=32 3¥=32 aleshores, x=-2

Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Quants enters de la llista 1, 2008, 200872, ......,2008%°*° s6n a la vegada quadrats

perfectes i cubs perfectes?.
Crux M athematicorum M358.

Solucio:
1=2008°, 2008, 20082, ......, 2008 20
2008 = 2° 2512, que no és un quadrat ni un cub perfecte.

A fi que un nombre de la llista siga quadrat perfecte I'exponent ha de ser multiple de 2.
A fi que un nombre de la llista siga cub perfecte I'exponent ha de ser mdltiple de 3.

Aleshores, per a que siga quadrat i cub perfecte ha de ser mdltiple de 6.

Els exponents son 0,1, 2, ...., 2009 .

El darrer multiple de 6 és 2004.

Considerem la successi6 de multiples de 6: 0, 6,12, ...., 2004 .

Siga n el total de termes:

a,=a,;+(n-1d,on d=6

2004 =0+ (n- 1)6 . Resolent I'equacio:

n=335.

Aleshores, hi ha 335 nombres de la llista que sén quadrats i cubs perfectes a la
vegada.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Un trapezi DEFG esta circumscrit a una circumferencia de radi 2, D E

com indica la figura. Els costat DE mesura 3 i els angles E i F s6n
rectes. Determineu I'area del trapezi.
Crux Mathematicorum M359

Solucio: /

Siga O el centre de la circumferéncia.

Siguen T,,T,,T,, T, . Els punts de tangéncia de la circumferencia i els costats del
trapezi.

OT, =OT, =OT, =ET, =ET, =FT, =FT, = 2.

= D T3 E
EF=4. o
Siga x =GT, =GT,, DT, =DT; =DE- ET,; =1. T2
Siga H la projeccié de D sobre el costat GF.
GH =x- 1.
D © T4
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle GHD :
(x+1)2 =(x- 1)? +42. Simplificant:
X=4 ()
L'area del trapezi es: G Y- F

_GF+DE)4—E—|5:(2+4)+34:

S = 18.
DEFG > >



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu tots els enters positius que satisfan 3* = x> +3x? +2x+1.
Crux Mathematicorum M360.

Solucio;

Siga x| N.

3%-1=x3+3x%+2x.

Factoritzant el polinomi:

3¥-1=x(x+D(x+2).

Utilitzant congruéncies modul 3:

3%-1° - 1Ymod3).

X(X +1)(x +2) °© O(mod3).

Aleshores, I'equacio no té solucié en els enters positius.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siguen a, b, c tres nombres reals positius. Demostreu que:
ab(a+b-c)+bc(b+c- a)+calc+a- b)3 3abc.
Crux Mathematicorum M361.

Solucié:

ab(a+b- c)+bc(b+c- a)+calc+a- b):abcLb_C+abcb+C—_a+abcw
c a

:abcgai+2- 1+E+E_ 1+84+3_19-
eC

c a a b b g

=abc® +£.8,0,b,c 50 abc(2+2+2- 3)=3abc.
ec a b a c¢c b I’}

La igualtat s’assoleix quan a=b=c.

Nota:
. a ¢ S , .
Siac>0, —+—=3 2 ilaigualtat s'assoleix quan a=c.

c a

2 2 2
a c a‘+c“-2ac _(a-c¢ S , .
—+-=-2= - ) 3 0, ilaigualtat s’assoleix si a- ¢ =0.
c a ac ac

a ¢
Aleshores, —+=3 2.
cC a



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga A un enter positiu de sis xifres i B I'enter positiu format per les xifres de A en ordre
invers.

Demostreu que A - B és multiple de 9.

Crux Mathematicorum M363.

Solucio:
Nota 1.
X2ML 20+ = (g +y)(x2” F X2V Ly 4 X2 2y2 4yl yZn)

Siga A =abcdef,, =ax10° +bx10* +¢ x0° +dx10% +e X0 +f.
B =fedcba, =f*0° +ex10* +dx10° +¢ x10® +b X0 +a.

A-B=(a- fH(10° - 1) +(b- e)l0* - 10)+ (c - d)10° - 102).

A-B=(a- f)10° - 1)+(b- e)10(10? - 1)+ (c - d)102(10- 1).

Aplicant la nota 1:

A-B=(a- f)10- 1){10*10® +10% +10 +1)+(b - €)10(10 - {102 +10 +1)+ (c - d)L0? 9
A-B=9(a- ){L0*10° +10% +10 +1)+(b- €)10(10% +10 +1) +(c - d)10?)

Per tant, A- B és mdltiple de 9.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En un semicercle de radi 2 i diametre AB, es dibuixa un guadrat PQRS amb P i Q

sobre el semicercle, i R i S sobre AB. L'area del quadrat és més petita 0 més gran
gue la meitat de I'area del semicercle?
Crux Mathematicorum M364.

Solucio:
L’'area del semicercle és S =§1p X2 =2p.

L’area de la meitat del semicercle és p Q

Siga x = PQ costat del quadrat.
Siga O el punt mig del segment AB.

0S=0R=X. :
2 A S o R
OP =0A =2.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OSP:
2

x2 + &9 - o2 Simplificant:

e2g
x2 =16

5
N ; _ ., _16

L'area del quadrat €s Spopg =X° = T

16 s ) . . . .
= > p, aleshores l'area del quadrat és major que la meitat de I'area del semicercle.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siguen p, q, r les arrels de I'equacié x* +bx? +cx +d = 0. Trobeu una equacié
quadratica que les arrels siguen p2+q? +r2 i p+q+r.
Crux Mathematicorum M366.

Solucio:

Aplicant las formules de Cardano-Vieta a I'equacidé x® +bx? +cx +d=0:
par =-d

pg+pr+ar=c 1)

p+o+r=-b )

Sigax? +mx +n =0 I'equacié de segon grau que té per arrels p? + g +r? i p+q+r.
Determinem m, n en funcié de b, c, d.

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
-m=(p2+ e +r2)+(p+q+r) (3)
n=(p? +q? +r2fp+q-+r) (4)

(-b)?> =(p+q+r)?> =p?+g® +r* +2(pq +pr +qr)
p®>+q®+r®>=b*- 2(pq+pr+qr).

Per tant,

p> +qg® +r? =b*- 2c (5)

Substituint les expressions (2) i (5) en les expressions (3) i (4):
-m= (p2 + o +r2)+(p+q+r):b2 -2c-b

nz(p2 +q2+r2kp+q+r)=(b2 - 20)(-b)

Per tant:
m=-b?+2c+h.
n=-b®+2bc.

L’equacio que cerquem és:
x? +(— b? +2c+b)x- b® +2bc =0.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siguen a, b, i c tres nombres reals positius tal que a+b+c =6.

Determineu el valor maxim possible de a+/bc +bvac +c+/ab .
Crux Mathematicorum M367.

Solucio:

Nota 1 Desigualtat entre la mitjana aritmética y geometrica:

Si x,y >0, XTer3 Jxy ilaigualtat s'assoleix quan x =y .

Aplicant la nota 1:

a+/bc +b+/ac +c+ab £ab ;C +baJ2rC +ca;b . Laigualtat s’assoleix quan a=b=c.

a+/bc +b/ac +c+/ab £ab +ac +bc Q)

Aplicant la nota 1:

a? +b? £ 24/a%b? = 2ab

a® +c? £ 2ac

b? +c? £ 2bc

Sumant la tres desigualtats:

2(&2 +b? +c2)£ 2ab +2ac +2bc .

a’ +b?+c? £ab+ac +bc (2)

62=(a+b+c)> =a®>+b?+c? +2(ab+ac +bc).
Aplicant I'expressi6 (2):

36 £ 3(ab +ac +bc)

ab +ac +bc £12. La igualtat s'assoleix quan a=b=c.

Per tant, av/bc +b+/ac +c+ab £ ab+ac +bc £12. La igualtat s’assoleix quan
a=b=c=2.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siguen A(0,0),B(6,0),C(6,4) i D(0,4) els vértexs d'un rectangle.
Pel punt P(4,3) tracem dues rectes: una recta horitzontal que talla BCen MiAD en N i
una altra recta vertical que tallala ABen Qi CD en R.

Demostreu que les rectes AP, DM i BR passem per un mateix punt.
Crux Mathematicorum M369.
Solucio 1.

Siga S la interseccio de les rectes AP, RB. ¥

Siga H la projeccié de S sobre el costat AB . R
Siga x = AH, y =SH. Calculem les coordenades de S m;
S(x,y). N b
D D

Els triangles AQP, AHS sb6n semblants. Aplicant el
Teorema de Tales: 1

3
¥=2 (1) 1 :
x 4 A Q| H

D D
Els triangles BQR, BHS s6n semblants. Aplicant el
Teorema de Tales:

y _4
=2 2
6-x 2 @)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
iy 3 i _ 48
fx 4 T 48 360
i X . La solucio és: . Aleshores, Sg
| Yy -9 | 36 l llg
16-x T 11

Siga S’ la interseccio de les rectes RB, DM.
Siga J la projeccio de S’ sobre el costat BC.
Siga x =S'J, y=BJ. Calculem les coordenades de S’ S'(6 - x,y).

D D
Els triangles BCR, BJS' son semblants. Aplicant el Teorema de Tales:

X 2
o 3)

D D
Els triangles DMC, S'JM s6n semblants. Aplicant el Teorema de Tales:
X _6

1 4
y-3 1 (4)
Considerem el sistema format per les expressions (3) (4):
ix_1 | _18
l—_ "2 . I
2
|ly . La solucio és:j I i . Aleshores, S' 3% Eﬁ@g_ 8848 366
X g iy =36 € Ty &1l 1lg

fy-3 Y711
Aleshores, S =S', per tant, les rectes AP, BR, DM s’intersecten en un punt.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Solucio 2:
Determinem I'equacié de la recta que
passa pels punts A, P:
3
o —_
y 2 X.

Determinem I'equacio de la recta que y = -x/6 + 4
passa pels punts D, M: D

°Oy-4=- %x . S=5'=(4,36; 3,27)

y = 3x/4

C

Determinem I'equaci6 de la recta que N P M
passa pels punts B, R:

oy =-2(x-6).
Determinem les coordenades del punt S
interseccio de les rectes r,p, I, , resolent — e ——>
el sistema format per les equacions
d’ambdues rectes.

B

i 3 _|_ _48

ty=7 , la solucid és: ]: , per tant, S?E 368

fy=-2(x- 6) iy 3 1 11g
T 11

Determinem les coordenades del punt S’ interseccio de les rectes r,,, 15, , resolent el
sistema format per les equacions d’ambdues rectes.

o3, 1,48
! 4 , la soluci6 és: 1| , per tant, S' (af"ﬁ 3(29.
ly-4=-=x Iy—3 1'11g
T 6 1 11

Aleshores, S =S', per tant, les rectes r,p, Iy, g S'iNtersecten en un punt.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Un segment AB de longitud 3 conté un punt C tal que AC = 2. Sobre el mateix costat
—_ D D
del segment AB s’han construit els triangles equilaters ACF i CBE.

D —
Determineu I'area del triangle AKE si K és el punt mig de FC.
Crux Mathematicorum M371.

Solucio:
CK=1CF=1.
2
BKCE =60°.
D
Aleshores, el triangle CKE és equilater.
Per tant, KE =1.

D
L'area del triangle equilater CKE és S, =

V3
4

KE és parallela AB.
D D —
Els triangles CEK, AKE tenen la mateixa base KE ila

mateixa altura sobre aquest costat, per tant tenen la
mateixa area:
3

Sake = Scex 7



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga x un nombre real que satisfa x® =x +1.

Determineu els enters a, b, i c tal que x’ =ax? +bx +c¢
Crux Mathematicorum M372.

Solucio:

x3 =x+1
x© :(x3)2 =(x+1)? =x2+2x+1

X7 =x:x8 =x®+2x% +x = x +1+2x2 +x = 2x% +2x +1.
Aleshores, a=2,b=2,¢c =1.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu totes les solucions reals del sistema d’equacions

iz+i2+%=4; x2+y%2+z%2 =9, xyzzg.
X y Z 2

Crux Mathematicorum M375.

Solucio:

Si xyz =% aleshores, x,y,z* 0.

Multiplicant la primera expressio per x?y?z21 0.
y?z? +4x?z% +9x?y? = 4x?y?z? .

.2
y222 +4x%72 +9X2y2 :4(;)“i9 .
e2g
.2
y22? +axz? + ox?y? = 4820
¢
e2g
y222 + 4x272 +9X2y2 =81 (1)
.2 2_2
89_(-29 X Yz -ixyz (2)
€3 9g 9 81 27
.2 2 2.2
86_/%9 _y Xz -ixyz €))
&8 94 9 81 27
a;- 3&92 7 9y222 6

— - —Xyz 4
e3 9 g 9 81 27y @

Sumant les expressions (2) (3) (4):

2 2 2
89( yz0 +8g2_ng +¢aa_3_xy9 =1(X2+y +zz)+i(9x2y2+4x222+y222)—Exyz
e3 9g e3 9¢g e3 9g 9 81 27

2 2
& yzo @ 2x0

A it e e P} Rt

1X yz _
.:.3 9
%X-E:O
.|.3 9
A
] 9
i3x-yz=0
|13y—2xz-0



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

12=xy

13x - xy?=0 .Com x,y,z* 0, aleshores:
%By— 2x%y =0

2 =x

| ) . ,
i3- y2 =0 . Aleshores les solucions del sistema son:

3. 2¢2 =0

i i i i
P2 2y 2 i 2
L3 b 32 i 32 i _ 32
L= Z=-— IZ=-— | I=—
t 2t 2 2t 2



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Resoleu I'equacio (102009 + 25)2 - (102009 - 25)2 =10%.
Crux Mathematicorum M376

Solucio:

(10700 + 25] - (102 - 25)° =10

(102009 +25+102009 _ 25)(102009 +25 - (102009 } 25)):10x_
(202 )50 =10~

100 X10%°® =10*.

10%1 =10*.
Per tant, x =2011.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu la successi6 aritmeética formada per 9 enters positius de tal forma que la
suma estiga entre 200 i 220, i el segon terme val 12.
Crux M athematicorum M377

Solucio.

Siga la progressié aritmética que cerquem, {12 +d(n- 2)}°_,.

El segon terme és 12 i la diferéncia és d, di Z.

Com els nou termes sén enters positius, 12-d>0,y 12+7d >0.
Pertant, d£11, d3 -1.

La suma dels 9 termes és:

g, =12-0+12+7dg _ 15, 3q)9.

Per hipotesi, 200 £ S, £ 220.
200 £108 +27d £ 220
92 112

—E£d£—=—=,dl Z
27 27

Af£dEA4.
Aleshores, d=4.

Per tant la progressié que cerquem és {12 + 4(n - 2)}2:1 i la suma dels nou termes és
216.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siguen els punts C i D de la semicircumferencia de diametre AB.

Siga P la intersecci6 de les rectes CB i DA, i siga Q la intersecci6 de les rectes AC i
BD. Demostreu que la recta PQ és perpendicular a AB .

Crux Mathematicorum M378.

Solucio:

Siguen a =DBCAD, b=DDAB, g=bAQP .

Per demostrar que PQ és perpendicular a AB és
suficient provar que g y a +b sén complementaris.
Notem que per ser angles interiors i abracar el
mateix arc.

a =bCAD =bCBD

D D D D
Notem que els triangles ACP, ADQ, BCQ, BDP
son rectangles, ja que els angles inscrits C i D abracen mitja
circumferencia.

— = C
tga = =2 =22 - FC
BC AD AC
— — AD — — AD
DO DO

D
Notem que el triangle ACB és rectangle, ja
que I'angle inscrit C abraga mitja circumferéncia.

Per tant, tg(a +b) = %CC—:' Substituint les expressions (1) i (2):

— AD
B CQx=— o
tga v ==z =— 22 =2,
PC »—
DQ

D
Notem que el triangle QCP és rectangle, ja que I'angle inscrit C abraca mitja
circumferéncia.

cQ
Ct = .
9 PC

Aleshores, tg(a +b) =ctgc, per tant, ¢ i a +b s6n complementaris.
PQ és perpendicular a AB



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Els enters 27 +C, 555 +C, 1371+ C sobn tots quadrats perfectes i les seues arrels
formen una progressié aritmética. Determineu tots els valors possibles de C.
Crux Mathematicorum M379

Solucio:

Siguen 27 +C =p?, 555+C =(p+d)?, 1371+C =(p+2d)?, on p,di Z.
Aquests nombres compleixen les hipotesis de I'enunciat.

127+C =p?
.[555 +C =p?+d* +2pd
11371+ C = p? + 4d? + 4pd
Restant la segona menys la primera i la tercera menys la primera:
jd® +2pd =528
{40 + 4pd =1344
. . , 1d=12 jd=-12
Les solucions del sistema son: | i
1pP=16 {p=-16
En qualsevol de les dues solucions substituint en la primera equacio:
27 +C =162,
Per tant, C =162 - 27 = 229.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

D - R
En un triangle rectangle ABC, C =90°, siga BC =a, AC =b tal que a3 b. Exterior al

D
triangle ABC s’han construit els quadrats ABDE, BCFG i CAHI. Siguen P, Q, R les
interseccions de les rectes Fl i EH, FI i DG, DG i EH, respectivament. Determineu el

D
valor b a fi que el triangle PQR siga rectangle.
a

Crux Mathematicorum M380.

Solucio:

Siga c = AB . Sea a =PBAC . sina=2, cosa="L.
c c

D D
El triangle ICF és igual al triangle ACB . BDFIC =a . Aleshores, BHIP =90°- a

D
Per a que el triangle PQR siga rectangle s’ha de complir que BIHP =a .
O bé, BAHE =90°-a.
DEAH =180°-a. BAEH =2a - 90°.

D
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle HAE :
AE AH G B
sin(90°-a) sin(2a - 90°)° S E
c _ b
cosa - cos2a F C A
c _ b |
cosa - (cos’a- sin®a) S §
L= L. Simplificant: i b .
b b* a® b a’-b?
c Tzt =

c® ¢
a’ =2b?. Aleshores, b =g.
a



Determineu totes les solucions de I'equacio:

1+ 2 + 6 + 7 — 2. dx- 4
X-1 X-2 x-6 x-7

Crux Mathematicorum M381.

Solucio:
1,2 ,6 , 7 =x?-4x- 4.
X-1 X-2 X-6 XxX-7

1 2 6 7

+ + + +4=x - 4x.
X-1 X-2 x-6 x-7
X o X L X L X “ 2 ax.
Xx-1 xXx-2 x-6 x-7
Xael PO 9-x(x—4):0
ex-1 xXx-2 X-6 X-7g¢g
A S S S R (B
ex-1 x-2 xXx-6 x-7 g
Aleshores, x=0.
O bé:
t 11 - (x- 4)=0.
X-1 X-2 x-6 x-7
Efectuem el canvi x- 4=t:
1 + 1 + 1 + 1 Ct=0.
t+3 t+2 t-2 t-3

2t 2t

+ -t=

(t+3)(t- 3) (t+2)(t- 2)

® 2 2

t +

g(t +3)(t-3) (t+2)(t-2)
Aleshores, t =0, és adir, x=4.

- lg:o
(4]

O bhé:

2 . 2 1=0
(t+3)(t- 3) (t+2)(t- 2)

t4- 17t +62

(t+3)- )t +2)(t-2)

Aleshores, t* - 17t? +62 =0, resolent I'equacio biquadrada:

tzifl?izm_

Desfent el canvi, I'equacio inicial té 6 solucions:

Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

N=0. x=d x=4+ n_zm4 /% a4 /17-2_41,

o 17-Ja;
x-4—1/T.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu els parells (x, y) d’enters tals que 4x? - y? =480.
Crux Mathematicorum M382.

Solucio:
Si (x,y) és soluci6 de I'equacié 4x? - y? =480, també son solucions

(_ va)v(x!_ y)!(_ X, y)
Aleshores, podem suposar x3 0,y 3 0

4x?% - y2 =480.

y? =4x?% - 480.

Per tant, y? és mdltiple de 4. Per tant y és mdltiple de 2.
y=2k, k30

4x? - (2k)? =480 . Simplificant:

x? - k? =120

(x+Kk)(x- k) =120 =23 36

x +k, x - k tenen la mateixa congruencia modul 2, i el seu producte és parell
aleshores, x +k, x - k els dos son parells, x - k £ x +k

Els possibles resultats son:

ix+k=60 . 1x=31 ix=31
e) i . La soluci6 és , aleshores, | :
ix-k= 1k=29 1y =58
ix+k=30 Lo Ix=17 ix=17
Q) i . La soluci6 és , aleshores, i .
iXx-k=4 1k =13 1y =26
ix+k=12 L, ix=11 ix=11
k) : . La solucio es% ,aleshores,} .
1x-k=10 Tk=1 1y=2
. IX+k=20 . 1x=13 ix=13
) . La soluci6 és , aleshores, |
i1X-k=6 Tk=7 1y=14

Les solucions s6n 16:
(£31,458), (+17,426), (+11,+2), (+13,+14).



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En un rectangle ABCD siga P sobre BC i Q sobre DC tal que BP=1, AP =PQ =2 i

langle DAPQ =90°. Determineu la mesura de QD
Crux Mathematicorum M383.

Solucio:
BP=1, AP =2, BABC =90°, aleshores:
DAPB =60°, AB =+/3 .

DQPC =30°. D Q C
Com PQ =2, bPCQ =90°. Aleshores CQ =1.
QD=AB- CQ=+3-1. .




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En la figura, el punt E esta sobre el costat AB i D sobre el costat B
AC talque AE =EB =DC =11 AD =2. Determineu la ra6 entre 1

D
I'area del quadrilater BCDE i I'area del triangle ABC. 1
Crux Mathematicorum 384

A 2 D
Solucio.
Dos triangles que tenen la mateixa altura les seues arees son proporcionals a les
bases. B
D
Siga S l'area del triangle ADE.
) D D ' E
Els triangles ADE, BED tenen la mateixa altura sobre els
costats AE,EB, respectivament i les seues bases son S s
D
iguals. Aleshores, I'area de BED és S. " 5

D D -
Els triangles ADB, DCB tenen la mateixa altura sobre els costats AD,DC,
respectivament Les arees son proporcionals a les bases.
Soce _DC_1

S ADB ﬁ 2

D
Aleshores I'area del triangle DCB és S.

D
L’area del triangle ABC és 3S.
L’area del quadrilater BCDE és 2S.

D
La proporci6 entre I'area del quadrilater BCDE i la del triangle ABC és 2 .

w



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En base 10 un nombre natural N=1....114....44 comenga amb 2009 xifres 1
consecutives, seguides de 4018 xifres 4 consecutives. Demostreu que N no és un
quadrat perfecte.

Crux Mathematicorum M385.

Solucié

Sigaa=1.... ... 1=1+10+10% +..... +10%%
Aleshores:

N =ax10%"® + 4ax10% +4a.

N=ax{10%® +4x10%% +4).

N =ax{102% +2f .

Vegem que a no és un quadrat perfecte.

Si un nombre és un quadrat perfecte i la xifra de les unitats és 1, la seua arrel
quadrada acaba amb 1, 0 9.

Vegem que si un nombre la xifra de les unitats és 1 en elevar-lo al quadrat la xifra de
las desenes no pot ser 1.

Siga x =px102 +qx10 +1, 0 £ g £ 9 un nombre tal que la xifra de les unitats és 1.
x2 =p2 +10* +2pgx03 +(2p+ g?)102 + 20 <10 +1.

La xifra de les desenes és parella.

Vegem que si un nombre la xifra de les unitats €s 9 en elevar-lo al quadrat la xifra de
las desenes no pot ser 1.
Siga x =px102 +qx10+9, 0 £ q £9 un nombre tal que la xifra de les unitats és 9.

x? =p? +10* +2pgx10° +(18p + g?)102 + (18q +8) X0 +1
La xifra de les desenes és parella.

Per tant a no és un quadrat perfecte. Per tant N no és un quadrat perfecte.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu tots els nombres reals pels quals

N2+ 4x- 2x2 +/6+6x- 3x% = X2 - 2X +6
Crux Mathematicorum M386

Solucio:

f(x) =4/2+ 4x - 2x? esta definidaen x1 [1- A2, 1+ JEJ és convexa i té un maxim en
x=1.

Aleshores, V2 +4x- 2x% £~4/2+4x- 2% =2.

g(x) =/6 + 6x - 3x? esta definida en x1 [1- J3, 1+J§J és convexa i té un maxim en
x=1.

Aleshores, /6 +6x - 3x2 £4/6+6x- 3x2 =3

Les solucions de I'equaci6 estan en [1- J2,1+ «/EJQ h J3, 1+J§J: [1- J21+ JEJ

Considerem la funcié h(x) =x? - 2x +6 és una parabola concava, té un minim en
x=1.
X?-2x+631%-2X+6=5.

Siga lequaci6 f(x) +g(x) = h(x), x1 [1- 421+2).
) +9() £5, " xT [i- 21442, f() +g® =5,
f(x)+g(x) <5, " xI b JE,1+J§]~{]}.

h(x)2 5, " xT [1- v21++2], h(D) =5.
h(x)>5, " x1 - J21+2|~{3.

Per tant I'tinica solucié de I'equacio es x =1.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

La temperatura es pot mesurar amb graus Fahrenheit (F) o en graus Celcius (C). Les
dues escales estan relacionades per la férmula F=1.8C+32.

Al convertir en Fahrenheit una temperatura donada en Celsius per un nombre de dues
xifres, es constata que una vegada les mesures Fahrenheit arrodonides a I'enter més
proper les unitats i les desenes han estat permutades. Determineu els valors enters de
dues xifres en C per a les quals es compleix la propietat.

Crux Mathematicorum M387.

Solucio:

La temperatura (F), per les condicions del problema només poden tenir dos digits.
1.8C+32£99.

C£37

La temperatura (C), per les condicions del problema només poden tenir dos digits.

El valor de la temperatura (F) sempre és major que el valor de la temperatura (C) per a
la mateixa temperatura.
C:ab(lo, a<b.

12£ C£37
Provem només amb els valors que compleixen les condicions:
Celsius Fahrenheit float(Fahrenheit)

12 53,6 54
13 55,4 55
14 57,2 57
15 59 59
17 62,6 63
18 64,4 64
19 66,2 66
23 734 73
24 7572 75
25 77 77
26 78,8 79
27 80,6 81
| 28] 824 82
29 84,2 84
34 93,2 93
35 95 95
36 96,8 97
37 98,6 99

Les solucions del problema sén:

16C » 61F.
28C » 82F.




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Es forma una successio escrivint en ordre creixent, per a cada enter n, els multiples de
n compresos entre ni n?. La successié comenca aixi:

1,2,4,3,6,9,4,8,12, 16, 5, 10, 15, 20, 25, 6, 12,.......

Determineu el terme 2009 de la successio.

Crux Mathematicorum M388.

Solucio:

La successio és:
1:1,2:1,2:2,3:1,3:2,3:3,4:1,4:2,4:3,4:4,.............

1+62

1+2+3+...+62= 62 =1953.

Aleshores el nimero que ocupa el lloc 1953 és 62:62.
El que ocupa el lloc 1954 és 63:1.
El que ocupa el lloc 1955 és 63:2.

El que ocupa el lloc 2009 és 63:56 = 3528 .



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

2009 estudiants tenen cadascun una carta amb un nombre enter positiu diferent. La
suma d’aquests cartes és 2020049. Quins valors possibles per a la mediana dels
nombres de les cartes.

Crux Mathematicorum M389.

Solucié:
Siguen {a,}*7 el nombres de les cartes, ordenats de forma creixent, a, < a,,,
i=12,...,2008 tal que
2809
A a =2020049 .
i=1
Ordenats tots els {a;}2 de menor a major la mediana és el terme que ocupa el lloc
1005.

El menor valor per a quée la mediana (com totes les cartes tenen distint nombre) és la
successio tal que els primers 1005 nombres son els primers nombres naturals.
Aleshores la mediana és 1005.

1804
+
Notem que a i= %1004 =504510 .

i=1

La successio que té per mediana el major valor els primers 1004 valors son els primers
nombres naturals.

2809

Al a =2020049 - 504510 = 1515539

i=1005

Suposem que a,,,; >1005.

a,, >a;, com tots els nombres son distints, a, 3 i+1.

2809 2809

. 1006 +2010
A a® g (i+1)=————1005=1515540.
i=1005 i=1005

La qual cosa és absurda.
Aleshores,a . =1005.

Per tant en qualsevol cas la mediana és 1005.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Un triangle pitagoric (rectangle i els 3 costats son mesures nombres naturals) de catets
a i b la longitud de I'altura sobre la hipotenusa és h. Determineu tots els triangles tals

Crux Mathematicorum M390.

Solucio:

D ~
Siga el triangle rectangle ABC, C =90°, a,b,cl N. Siga S 'area del triangle.

Siga h = CH altura sobre la hipotenusa.

Sza—bzﬂ,aleshores, hzé, ab =2S.
2 2 C

a+b+c ) . N ) 2S
=— — “r,onreselradio de la circumferencia inscrita. Aleshores, a+b+c=—"—.
r

S

, +b-
En un triangle rectangle r :a—bc_

— =2S, aleshores, r =1.
r

atb-c _
2
atb-c=2.
c=a+b- 2.
atb=c+2.
Elevant al quadrat:

a® +b? + 2ab =4 +c? + 4c . Simplificant:

1.

ab=2+2c

ab=2+2(a+b- 2)

ab=2a+2b- 2.

b=22"2-24+_2  apiN.

a-?2 a-2

ia=3 ja=4 . e

Aleshores. ib _ 4 ib g en aquests casos el triangle és Pitagoric.
ib=4 1b=



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

a+l.b+2

Determineu els parells (a, b) de nombres enters positius pels quals 5 i sén
a

enters positius.
Crux Mathematicorum M391

Solucié

aTJrlT N, aleshores, b£a+1 (1)

biT N, aleshores, a£b+2 2)
a

De les expressions (1) (2):
a- 2£b£fa+1, abl N
Aleshores, b=a-2, b=a-1, b=a,obé, b=a+1.

Suposemb=a- 2,

a+l:1+ 3 T N. Aleshores, a=3 obé a=5
a-2 a- 2

. , ja=3 ja=5
Les solucions son: i

tbh=1 7b=3

Suposem que b=a- 1.
a+l g, 2 N 3oty
a-1 a-1 a a

Aquest nombres no poden ser naturals.

Suposem que b=a.

arl_ .1y N 322942 N. Aleshores, a =1.
a a a a
., 1a=1
La solucio és | :
1tbh=1

Suposem que b=a+1.

a+3:1+§T N. Aleshores, a=10bé a=3.
a a

a
b=

e

. , a=3
Les solucions son: { b=4’

—_——

1
2 1

—_——



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En la figura seguent, els cercles menuts tenen radis a, b i son
tangents al cercle gran de radir en els punts P i Q. Les
circumferéncies menudes s'intersectenen Si T.

Proveu que si P, S, Q estan alineats aleshores, r =a +b
Crux Mathematicorum M393.

Solucio:
Siga O el centre de la circumferencia de radir.
Siga 0, el centre de la circumferéncia de radi a P~N~——_5> Q

Siga O, el centre de la circumferencia de radi b.
Siga x =PS, y=SQ.

D
El triangle OPQ és isosceles.

Per ser las circumferéncies tangents O, pertany al

segment OP .

Per ser las circumferéncies tangents O, pertany al

segment OQ . ‘

D D
Els triangles OPQ, O,PS sbén semblants. Aplicant

=]
el teorema de Tales: ‘ N>
a_ r 1) Q

X X+y

3>

D D
Els triangles OPQ, O,SQ son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
b _r

—= 2

y x+y

De (1) (2)

a_b_ r a+tb _ r
Z=== , per tant, = :
X Yy X+y X+y X+y

Aleshores, a+b =r



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Els nombres a, b, c, d i e s6n cinc enters consecutius. Demostreu que la diferéncia
entre la mitjana dels quadrats de ci e i la dels quadrats de a i ¢ és igual a quatre
vegades c.

Crux Matematicorum M394

Solucio:

Sigaa=c-2b=c-1c,d=c+1e=c+2,cinc enters consecutius.

c®+e® a’+c? _c’+(c+2)® (c-2)°+c? _
2 2 2 2
2c®+4c+4 2c%-4c+4 _

2 2
=A4c.




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

D
El quadrilater ABCD és tal que els seus costats son tangents a un cercle
donat com el de la figura.
Si AB = AD, demostreu que BC = CD.
Crux Mathematicorum M395. c
Solucio:
B

Siga K, L, M, N els punts de tangéncia de la circumferéncia amb els costats
AB,BC,CD,DA, respectivament.

AK = AN, BK=BL, CL=CM, DM=DN.
Com AB =AD y AK = AN aleshores, BK =DN.

BC=BL+CL=BK+CM=DN+CM=DM+CM=CD.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En un rectangle ABCD de costats AB =8 i BC =6 s’han inscrit dos cercles de centres
D D

O, i 0, enelstriangles ABD i BCD, respectivament. Determineu la distancia entre

0,i0,.

Crux Mathematicorum M396.

Solucié: .

D i C
I
]

02, \
LB

\ |
:

AF i B

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD:
BD =+/82 +62 =10.

D
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle ABD és:

— — -BD+AB+AD _-10+8+6 _

r=0.E= F= 2.
1 1 2 2

D D
El triangle rectangle CDB és igual al triangle ABD, per tant tenen igual radi de la
circumferéncia inscrita.

Tracem la recta perpendicular al costat AB que passa pel punt O, ilarecta

perpendicular al costat BC que passa pel punt O,. Les dues rectes es tallen en el punt
M.

D
Considerem el triangle rectangle O,MO, .
OM=AB-2>0E=4, O,M=AD- 2>O,F=2,

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle O,MO, :
0,0, =442 +2%2 =25,



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu tots els parells (x,y) d’enters tals que
x*- x+1=y2?,
Crux Mathematicorum M397

Solucio:
ix=0 ix=0

Si x =0 aleshores y =1- 1. Per tant { i son solucions
ty=1 jy=-1
ix=1 jx=1

Si x =1 aleshores y =1- 1. Per tant X i son solucions
Tty=L11y=-

Si x =-1 aleshores y =+/31 Z.
x* - x+1 esimparell per atot x| z. Aleshores y =0 no es solucio.

Si y =1 aleshores x =01, per tant

1]
= o

1 ., .
1 son solucions.

i X i X
]
y Ty

— — —

0

-1

1

Si y =-1 aleshores x=0,1, per tant sén solucions.

X
y=

—_———

i X
i
Ty
x4-y2=x-1.

(x* +y)(x* - y) =x- 1.

Suposem que x >1, y >1 és solucio.

x-1>0, x> +y>0.

x? +y divideix a x - 1, pertant, x> +y £ x - 1.

x? - x+1+y £0, la qual cosa és falsa ja que f(x) =x? - x+1+y €és una parabola
concava i el discriminant és negatiu D=1- 4y +1)<0.

Suposem x >1, y < -1 és solucio.

x-1>0, x>-y>0.

x? -y divideixa x - 1, pertant, x?- y £ x- 1.

x? - x+1-y£0, laqual cosa és falsa ja que f(x) =x? - x+1- y és una parabola
concava el discriminant és negatiu D=1- 4(y- 1) <0.

Suposem x< -1, y>1 és solucio.

X-1<0,1- x>0, x2+y>0.

x? +y divideix a 1- x, pertant, x> +y£1- x.

x2 +x-1+y £0, la qual cosa és falsa ja que f(x) =x? +x- 1+y és una parabola
concava el discriminant és negatiu D=1- 4(y- 1) <0.

Suposem x< -1, y<-1 és solucid.

Xx-1<0,1- x>0, x2-y>0.

x? -y divideix a 1- x, pertant, x> - y£1- X.

x? +x-1-y£0, laqual cosa és falsa ja que f(x) =x? +x- 1- y és una parabola
concava el discriminant és negatiu D=1- 4(-y- 1)<0.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Per tant les solucions enteres de I'equaci6 son:
ix=0 ix=0 ix=1 ix=1
| ' | ’ :
ty=1 1y=-11y=1jy=-1



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

a) Siguenr, sitles arrels de I'equacio ctbica w? - bw? +cw - d=0.

Determineu b, cidentermesder,sit.

b) Suposem que a és un nombre real. Determineu totes les solucions del sistema
d’equacions

ixX+y+z=a

%xy+yz+zx=—1

Ixyz=-a

Crux mathematicorum M398.

Solucié:

a)

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
-(r+s+t)=-Db

rs+st+tr=c

-rst=-d

Per tant:

b=r+s+t

C=rs+st+tr

d=rst

b)
Aplicant 'apartat a)
x,¥,z soOn les solucions de I'equacié clbica: w® - a>xw? - z+a =0.

Aplicant la regla de Ruffini les solucions de I'equacio6 son:
w=lw=-1lw=a.

Les solucions del sistema son:

ix=1 ix=1 ix=-1 ix=-1 ix=a Ix=a
iy=-L%y=a,%y=1,%y=a,iy=1,iy=-1

lz=a %zz-l ll'zza 1|'2=1 lz=-1 lz=1



Determineu les ternes (a,b,c) d’enters positius tal que 32
abc

Crux Mathematicorum M399.

Solucio:

3ab- 1-

3ab-1>0, abc +1>0, | N, aleshores:
abc +1

3ab- 13 abc+1

ab(3-c)® 2.

Per tant, 3- ¢ >0, aleshores, c <3, cl N.
Aleshores c =1, 2

Suposem que ¢ =1

3ab-1_ 3ab-1_ .
= =nl N

abc+1 ab+1

Aleshores, 3ab - 1=nab +n.

(8- nab=n+1.

n+1T N. Pertant, n<3.
3-n

ab =

Si n =1, aleshores, ab =% =1, pertant, a=b =1.

Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

siga un enter positiu.
+1

ia=1
La solucio és .lb =1.
fe=1
Si n =2, aleshores, ab=%=3,pertant, a=lb=3 obé a=3,b=1
la=1 la=3
Les solucions sén :'b=3, :'b=1.
¥c=1 ¥c=1
Suposem que ¢ =2
3ab-1_3ab-1_ -
=nl N

abc +1 2ab +1
Aleshores, 3ab - 1=2nab +n.
(3- 2n)ab=n+1.

ab = n+1 1 N. Per tant, n<§. Aleshores n =1.Aleshores:
3-2n 2
ab:%:z,pertant, a=lb=2o0bé a=2b=1
la=1 la=2
Leas solucions sén :'b =2, :’b =1.
lc=2 lc=2

Per tant el problema té 5 solucions:

ila=1 la=1 ia=3 Jja=1 ia=2
ftb=1, {b=3, {b=1, {b=2, {b=1.
1|'c:1 'll'czl 'll'czl 'll'c:Z ¥c:2



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Els antics egipcis escrivien les fraccions en termes de fraccions unitaries distintes, és a

dir, fraccions distintes amb 1 com a numerador. Per exemple, per escriure % haurien

escrit %+ % + % . La fraccio unitaria % pot ser escrita amb altres fraccions unitaries

com % = % +% . Trobeu una familia infinita de fraccions unitaries, cadascuna que puga

ser escrita com suma de dues fraccions unitaries.
Crux Mathematicorum Totten-M1.

Solucio:

.1 1 1 -

Siga ===+=, ab,cl N~1{1;.
ga — =+ {1

Aleshores, b,c >a.
bc _ac ab
abc abc abc’

bc =ab +ac.

b(c- a)=ac.

b:i_
c-a

Si c =a+1, aleshores, b=a(a+1)

Aleshores,lz 1 +i.lamésamés,a(a+1)1a+1,jaquea>1.
a a(@a+l) a-+1

L1 . P . s
Per tant, qualsevol fraccié =, al N~ {1} és una familia infinita de fraccions unitaries
a

1

gue és suma de dues fraccions unitaries distintes ———, ——.
a(@a+l) a+l

Soluci6 2:

=1+—.Siga nT N.

. 1 A . e g . s .
Siga o nl N és una familia infinita de fraccions unitaries tal que és suma de dues
n

fraccions unitaries distintes, i,i.

3n 6n



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

La frontera de 'ombra sobre la lluna es sempre un arc de cercle. Un
cert dia, es constata que 'ombra de la lluna passa per dos punts
diametralment oposat. Si el centre de I'arc que forma aquesta ombra
es troba sobre la circumferéncia de la lluna, determineu la proporcioé
exacta de la lluna que no esta en la ombra, és a dir la que es veu.
Crux Mathematicorum. Totten-M2.

Solucio:

Siguen A, B els punts diametralment oposats que formen l'arc de la
lluna.
El centre C de I'arc que forma I'ombra esta en la mediatriu del

segment AB i en la circumferéncia de la lluna.
Aleshores, BACB =90°.

Siga R el radi de la circumferéncia de la lluna.
L'area de la lluna és:

S; =pRZ.
Calculem el radi de I'arc de circumferencia que forma 'ombra de la

D
lluna, aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC, —
C =90°:
CA=CB=RV2.

D
L’area del triangle ABC és:
Rv2)
5

S =

L’area del sector circular ACB de radi CA és:

= %p(R«E)z

L’area de la lluna menys 'ombra és igual a la meitat del cercle de radi R menys el
segment circular AB.

”
1 2 @L 2 ‘R'\/E) 9 2
S, ==pR? - $=plRv2] - =R,
v T3P ¢4 p( I) 2 =

e a
La proporcio entre les arees és:
s, R? 1

St _p>R2 p



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Demostreu que I'equacié quadratica ax? +bx +c =0 no té solucio racional sia, b, i ¢
son enters imparells.
Crux Mathematicorum Totten-M3.

Solucid: X
Siguen a=2p+1, b=2g+1,c=2r+1, p,grl Z.

Per a que I'equacio tinga solucio racional el discriminant ha de ser un quadrat perfecte.
El discriminant és:

D =(2q+1)? - 4(2p + 1)(2r +1).

Notem que el discriminant és imparell, aleshores, el discriminant ha de ser el quadrat
perfecte d'un nombre enter imparell:

(2q+12)% - 4(2p +1)(2r +1) = (2s +1)?, sl Z.
Simplificant:

4% +4q+1- 4(4pr+1+2p+2r) =4s? +4s+ 1.
492 +4q- 4(4pr +1+2p +2r) =4s? + 4s.

g2 +q- (4pr+1+2p+2r)=s? +s.

a@+D+2(-2pr- p- g)- 1=s(s+1).
g(g+1), s(s +1) son parells.

g(q+D) +2(-2pr+p +q)- 1 ésimparelli s(s +1) és parell, la qual cosa és un absurd.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En un sondeig es demana a certs estudiant si estimen el color taronja. Dels xics,
exactament el 2% ha respost que si, mentre que les xiques la proporcio exacta de si
ha estat el 59%. En el total d’enquestats, exactament el 17% de les respostes han dit
gue estimaven el color taronja. Es demana de trobar el més petit nombre possible de
participants en el sondeig.

Crux Mathematicorum. Totten-M4.

Solucié:

Siga x el nombre de xics.
Siga y el nombre de xiques.

El nombre de xiques que els agrada el taronja és

2y. Aleshores, 100 divideix a y.
100

El nombre total d’enquestats que els agrada el taronja és:

%(x +y), aleshores, 100 divideix a x +y

Per tant, 100 divideix a X.

El nombre total d’'enquestats que els agrada el taronja és:
2 59

——X+—y.

100 100

2 59 17
Aleshores, 100 X+ 100 y 100 (x+y) (2)
2X+59y =17x +17y.
5x =14y
Aleshores, 14 divideix a x, 5 divideix a y.
mcm(14,100)=700 divideix a x.
mcm(5,100)=100 divideix y.

Aleshores, x =700m, y =100n.

Substituint en I'expressio (1)

_2_700m+->210n = 7 (700m +100n)
100 100 100
5m =2n.

Aleshores, 2 divideix a m. 5 divideix a n.
Aleshores, m=2p, n=5q.

Per tant, x =1400p, y =500q.
El nombre minim d’enquestats és 1900.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga a ' 1 un nombre real positiu. Determineu tots els parells d’enters positius (x,y)
tals que log, x- log, y =log,(x - vy).
Crux Mathematicorum. Totten-M5.

Solucié:

log, x- log, y =log,(x-y).
x-y>0.

x>y3 1.

Aplicant propietats de logaritmes:

|Oga§—(g= IOga(X - y) :
Yo

X=x- yT N.

y

Aleshores, y divideix x.

Pertant, x=k:y, kI N, k3 2.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Un tren de 900m de longitud s’apropa a un pont de longitud 100m a una velocitat de
90km/h.

a) En quants segons travessara el pont?

b) Suposem que en el moment d’arribar al pont, el tren desaccelera 0.2m/s? . Quant
de temps trigara aquesta vegada en travessar el pont?.

Crux Mathematicorum. Totten-M9.

Solucio:
90km/h =25m/s

a)

L’equacio del moviment uniforme és:

e(t) = 25t, e(t) metres, t segons.

L’instant t =0 el cap del tren es troba en el comengament del pont.

El tren haura travessat el pont quan el cap del tren es trobe a 900 +100 =1000m del
comencament del pont.

e(t) =1000 .

25t =1000 . Resolent I'equacio:

t =40s.

b)

L’equacio del moviment uniforme accelerat és:

e(t) = 25t - %O.th, e(t) metres, t segons.

L'instant t =0 el cap del tren es troba en el comencament del pont.

El tren haura travessat el pont quan el cap del tren es trobe a 900 +100 =1000m del
comengament del pont.
e(t) =1000 .

25t - %O.th =1000 . Resolent I'equacio:

t =50m.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Volem construir un camp de gespa i vegem que si la fem 8 més ampla i 9 metres més
estreta I'area és la mateixa i si la fem 12 metres més curta i 16 més llarga, I'area és la
mateixa.

Calculeu les dimensions del camp de gespa.

Crux Mathematicorum M401.

Solucio:
Siguen X, y les dimensions inicials de la gespa.

Si la fem 8 metres més ampla i 9 metres més estreta, I'area és la mateixa:
xy =(x+9)(y - 8) 1)

Sifem 12 metres més curta i 16 més llarga, I'area és la mateixa:
xy =(x - 12)(y +16) )

Considerem el sistema format per les expressions (1) i (2):

ixy =(x+9)(y- 8)

, simplificant:

TXy =(x- 12)(y + 16)

i- 8X+9y =73 .

% X+oy . Resolent el sistema:
116x - 12y =193

1, =871

II 16

{113

Y772

113 98423 ,
m= m-.

: , ., 871 .
Les dimensions de la gespa son m
16 2 32



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu les solucions enteres de I'equacio:

aPb? +aP +b? =89.

Crux Mathematicorum M402.

Solucio:

Notem que a,b? 0.

Jaquesi a=0, tindriem que 0°b°® +0° +b° =89, don 1=89.

a’b?® +a® +b? =89.

a(o* +1)+b +1=90.

(a® +1)b* +1)=90. Pertant, a® +11 z~{0}, b* +11 z ~ {0}
Aleshores, a° +1, b? + 1 son del mateix signe.

Suposem que a® +1<0 i b?+1<0
De la primera igualtat:

a® <-1, aleshores, a £ -1
Pertant, b®T Q~Z, b +11 Z~ {O} , la qual cosa és absurda.

Pertant, a® +1>0 i b®+1>0.
Les possibilitats dels factors son:

ja® +1=2 ja° =1 3 ja=
I vl , la solucié del qual és | .
fb® +1=45 ib® =44 ib=144
ja® +1=45 a=44

1 , la soluci6 del qual és :
tb® +1=2 ib=

fa®+1=3 ja° =2
b +1=30" 1b? = 29
ja® +1=30
%ba +1=3

gue no té solucio.

no té solucio.

ja®+1=5 ja’ =4
ib* +1=18 1b* =18
ja” +1=18
%ba +1=5

gue no té solucio.

no té solucio.

ja®+1=6 ja” =5
b? +1=15 7b* =14
ja® +1=15
%ba +1=6

gue no té solucio.

no té solucio.

ja®+1=9 ja’=8 - ,la=2
| . , la soluci6 del qual és
tb* +1=10 tb* =9 ib=3



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

ja’ +1=10
|
fb? +1=9

., , 1a=3
, la soluci6 del qual és bz’

—_———

Per tant, les solucions enteres de I'equacié son:
ja=1l ja=44 ja=2 ja=3
ib=44" {b=1 " {b=3" jb=2



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Joan ha escrit un programa en I'ordinador per a provar si un enter major que 1 és un
nombre primer. La seua astuta germana Alicia, ha editat el codi i ha trobat que si
I'enter és imparell, la probabilitat que el programa done resposta correcta és del 52% i
si I'entrada és parella, la probabilitat és del 98%. Joan verifica el programa provant dos
enters més grans que 1 escollits a I'atzar. Quina és la probabilitat que les dues
respostes siguen correctes.

Crux Mathematicorum M403

Solucio:
Siga el succés T = El programa encerta el dos nombres.

A, = el primer nombre escollit és imparell i el segon imparell.
1» = el primer nombre escollit és imparell i el segon parell.
,, = el primer nombre escollit és parell i el segon imparell.
,, = €l primer nombre escollit és parell i el segon parell.

> > >
I

La interseccio dos a dos dels successos anteriors és el succés impossible.
La unié dels quatre successos anterior é€s I'espai mostral.

Aplicant el teorema de la probabilitat total:
o
P(T) = a P(T|A;)P(A;)) =

i=12
=12

= P(T|A 1) PAL)HP(TAL)XP(A; 2)+P(T|A 1)P(AL)+HP(TIAL)PA )=
252 & 1 52 98 1 98 52 1 6998 6 1_9
glOOQ 4 100 100 4 100 100 4 glOOg 4 16

Aleshores, la probabilitat que les dues respostes siguen correctes és de 56.25% .



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu una formula que done el valor de la suma
S=17+187+1887 +18887 +....... +188....87

on el darrer terme conté exactament n xifres 8.

Crux Mathematicorum M405.

Solucio de Ricard Peir0 i Estruch. IES “Abastos”. Valencia. Spain.

Siga S=17+187+1887 +18887 +....... +188....87
S=10+10% +....+10™ +7(n+ ) +80(1+ 11+.... +1.......0)

10 - 10"*?
1-10

10 +10% +.....+10™" = = %(10”+1 - 1).

Siga T =1+11+111....+1....... 1.
10T =10 +110 +1110 +...... +1..... 10.
Restant les dues expressions:

(n-l e
- 9T=1+§i+1+ .......... +1§- (10+ ......... +10“)
2
CgT=p. 10- 107
1-10

i 9T:n+%(l— 10M).

-n 10 n

T=—+=(10"-1).
9 92( ‘

Aleshores:

S :2(10””- 1)+ 7(n +1)+808Eﬂ +1—(2)(10n - 1)9.
9 e9 9 7



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

El quadrat ABCD esta inscrit en la vuitena part d’'un cercle de radi 1 i centre O, de
manera que té un vertex en cada radi i els altres vértex B, C sobre I'arc. El quadrat

D
EFGH esta inscrit en el triangle DOA de manera que E i H estan sobre els radis i F i G
sobre el segment AD, del problema M295 sabem que I'area del quadrat ABCD és
2-42

3
Crux Mathematicorum M406.

. Determineu l'area del quadrat EFGH.

Solucio:

Pel problema 295:

2- 2
3

o]
Sabem que, tg 4; =42-1. NG

DAOD =45°. S,,., =AD" =

Siga x =EF = FG costats del quadrat EFGH. ' E A

AD - x 45°

AF = ,DFEA=T.

Aplicant raons trigonometriques al triangle

D
rectangle EFA:

45°  AF
tg = p—
2 EF
J2-1= A[;' X . Resolent I'equacié en x:
X
)
242 -1
L’area del quadrat EFGH és:
I
_ _AD _ 3 10- «/2
SEFGH - X2 - .

b ol



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Decidiu si el quadrat del costat €s un quadrat magic 4~ 4 utilitzant els enters de 1 a
16. (En un quadrat magic, la suma dels nombres de cada fila, cada columna i cada
diagonal s6n iguals).

12
16 |1 10
2 15 | 8

Crux Mathematicorum M407
Solucio:

La suma de tots els nombres del quadrat magic és:
1+2+....+16 suma dels 16 termes d’'una progressio aritmetica de primer terme 1 irad

1.
S=¥=136.

La suma de cada fila columna y cada diagonal és:

10 -,
4

Completant les files, columnes i diagonal, trivials:

16 |1 10

=
9 2 15 |8

Per completar el quadrat ens resten el nombres 3, 6, 11, 14.

La diagonal principal Ha de sumar 34, I'iinica posibilitat és que estiga ocupada pels
nombres 11 14.

Una vegada ocupats aquests nombres, en cap cas las columnes 1i 2 la seua suma no
seria 34.

Aleshores no es pot construir el quadrat magic.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu tots els enters positius abc que satisfan I'equacio abc =ab +bc +ca. (On

designem abc I'enter de tres xifres tal que la xifra de les centenes és a, la xifra de les

desenes és b i la xifra de les unitats és c.
Crux Mathematicorum M408

Solucio:

abc =100a+10b +c, ab =10a+b, bc =10b+c, ca=10c +a.

Aleshores:

100a+10b +c =10a +b +10b + c +10c + a . Simplificant:
89a =10c +b ()

89a =10c +b £10:9+9=099.

Aleshores, 89a £ 99. Pertant a =1 (2

Substituint I'expressié (2) en I'expressio (1):
10c +b =89, pertant, c=8, b=9.

El nombre cercat és 198.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Les tres altures d’'un triangle estan sobre les rectes d’equacionsy =x, y =-2x+3 i
x =1 Si un dels vertexs té coordenades (5,5) determineu les coordenades dels altres

dos vertexs.

Crux Mathematicorum M409.
N
Solucié:

Les tres rectes altures s’intersecten en el punt
H(LD) .

Siga A(5,5) el vértex donat.

A(55) pertany a la recta altura y = x.

y=-2x+3

El vértex C és la interseccio de la recta altura
y =-2x +3 ilarecta perpendicular a l'altra recta
altura x =1 que passa pel punt A.

La recta perpendicular a la recta x =1 que passa
pel punt A té equacio:

y=5.

La interseccio de las dues rectes és la solucio

del sistema: I H
jy=-2x+3 ix=- 1

'}I

i 1
i C(-15).
ly=5 ly=5 4 \

El vertex B és la intersecci6 de la recta altura x =1 y la recta perpendicular a l'altra
recta altura y =-2x +3 gue passa pel punt A.

La recta perpendicular a la recta y =-2x +3 que passa pel punt A té equacio:
1
-5==-(x-5).
y 5 (X-5)

La interseccio de las dues rectes és la soluci6 del sistema:
ix=1



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Un cub d’'aresta a, un tetraedre regular d’aresta b i un octaedre regular d’aresta c

Joc

tenen la mateixa superficie. Calculeu el valor de ——.
a

Crux Mathematicorum M410

Solucio:
Les superficies dels tres cossos son:

— 2 — h2 — 2
Scub = 6a ’ Stetraedre =b "/3_)’ Soctaedre =2c "/?_’
Com les tres superficies son iguals:

6a2 =b2+/3 = 2c24/3 .
bz«/§><202«/§:(6a2)2.

(bc)? =6a*.

Aleshores:

«/E_ bc _ 4
== e =16,



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

D
Siguen a, b, ¢ els costats d’'un triangle ABC.

Si 2a+3b +4c = 44/2a- 2 +64/3b- 3 +8+/4c- 4 - 20, demostreu que el triangle és
rectangle.
Crux M athematicorum M411.

Soluci6.
Notem que a,b,c >1.

2a+ 30 +4c = 4/2a- 2 +64/3b- 3 +8+/4c- 4- 20
2a+3b+4c- 442a- 2- 643b-3-8J4c-4+20=0
(Vza-2-2f +(yab-3- 3f +(yax-a- af =0

La suma de tres nombres positius és zero aleshores:
N2a-2-2=0,+/30-3-3=0, 4c- 4- 4=0.

Resolent les tres equacions:

a=3,b=4,c=5.

c? =a’+b?.

Per tant a, b, ¢ formen els costats d’un triangle rectangle d’hipotenusa c.




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Si x és un nombre real, designem [x] part entera de x és igual a I'enter més petit o
igual a x, i designem {x} part decimal de x com {x} = x - [x]. Determineu tots els
nombres reals x tal que [x|%x} =x.

Crux Mathematicorum M412.

Solucio:

Siga x=0.
lo]=0, {0} =0.
[o]q0} = 0. Aleshores x =0, és solucid.

Siga x=nl N.

[n]:n, {n}=o0.

[n]4n} =01 n. Aleshores si x = n, l'equaci6 no té solucié.

[- n]=-n, {-n}=0.
[- n]{- nf=01* -n. Aleshores si x = -n, I'equaci6 no té solucié.

Siga x1 Jn- 1,n[, nT N.
[x]=n— 1, {x}=x-(n-1.
Vegem si l'equaci6 [x|%x} = x té soluci6.
(n- Hxx- (n- 1) =x.
_(n- 17,
=t h- 1.
Aleshores si x1 |n- 1n[, nT N I'equaci6 no té soluci6.

Siga x1 |- n-n+1, ni N.
[x]=-n, {x}=x+n. y

Vegem si 'equaci6 [x|%x} = x té soluci6. s
- n:(x+n)=x. 3
_-nz" 2
x—n+1l]-n,-n+][. | I\[\l\l
VN

Aleshores les solucions soén:
- n2
n+1

x=0, x = ni N.




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu els nombres naturals de tres xifres tal que el producte de les 3 xifres siga
36.
Crux Mathematicorum M413

Solucio:

36 =2%232,

Les 3 xifres el producte de les quals es 36 son:
Xifres Total de nombres

1,4,9 6

1,6,6 3

2,2,9 3

2,3,6 6

3,3, 4 3

Total de nombres de 3 xifres el producte de les quals és 36 és 21.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Considerem la llista de naturals, ordenada en orde creixent, que poden ser expressats
com la suma de 21 nombres enters consecutius (N0 necessariament positius).
Determineu el que ocupa la posicio 21ena d’aquesta llista.

Crux Mathematicorum M414.

Solucio:
Siga n1 N un dels nombres nimeros d’aquest conjunt:

n=a+(@a+)+@+2)+....+(a+20), al Z.
n=2la+1+2+3+..... +20.

n=21a + (1+20)20 .

n=21a+210.

n- 21a=210.

Considerem I'equacio diofantica:

n-2la=1

., , ., , 1n=1

Una solucio6 de I'equaci6 és i

Ta=

La solucié de I'equacié diofantica n- 21a =210 és:
in=1x10+21t .

! Ltz

ja=0x10 +t

in =210 + 21t
|

fa=t

Com n és natural 210 +21t > 0.

t>-10.

t3-9.

El primer s'assoleix quan t=-9.

El que ocupa el lloc 21 s’assoleix quan t=11.

n=210+21xX11=21> =441.

,t1 Z,nl N.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Els costats AB i CD d'un trapezi ABCD s6n paral-lels. Si AB =15, CD =30, AD=9 i

BC =12, determineu l'area del trapezi ABCD.
Crux Mathematicorum M415.

Solucié:
A 15 B S
12
9 9 12
o)
D E F C b R

AB=EF=15 PQ=DE, QG=FC
DE+FC=30-15 PR=15

Siga h = AE laltura del trapezi.
L'area del trapezi ABCD és igual a:

CD+AB — 45h
S aBcD _TXAE i

2

Sasc = Sapa tSasre TSk = Sprs T Sasre-

D - - -
Notem que el triangle PRS es rectangle ja que PR’ =PS” +RS~, 152 =92 + 122,
R R D
laltura SQ = AE = h del triangle PRS.

PSXRS _9x2
Sprs = T, " 54 .
Spne _PR>XSQ _15%
2 2
Igualant les arees:
15h . 36

=54 . Per tant, I'altura del trapezi és: h=—

Aleshores, I'area del trapezi és:
_45h 4536 _

Solucio 2:
Siga x =FC, h=AE =BF.
Aleshores, EF =15, DE =15 - x.

D
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles DEA, CFB:

‘| 48
ih? +(15- x)? = _ _ i*~ 5
;[ ( ) , la solucié del sistema és ]:
¥y2 1h2—192 . 36
fx“+h°=12 Ih=

t 5

L'area del trapezi és: S, gcp = CD ; AB aF-30+1536 162.




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Demostreu que 10" + 3(4”*2)+ 5 és divisible per 9 per a tot enter no negatiu.
Crux Mathematicorum M416

Solucio:
Demostrem la proposicié pel métode d’'induccié.

Sin=0.
10° +3 x42 +5° 54(mod9) © 0(mod9).

Suposem que per a n =k la proposicio és certa:
10% +3(4%*2)+5 © O(Mod9) .

10% +5° 6(mod9).

Aleshores 3(4"*2)0 -6(mod9) © 3(mod9) (1)

Vegem que la proposicié s'acompleix pera n=k +1.

104+ +3(44*2 )+ 50 10K + 5 + 43 x4%*3 (MOdO) .

10t +5° 6(mod9).

Aplicant la hipotesi d’induccio (1):

1041 + 342 )+ 50 6 +4x3Mod9) °© O(MOAY) .

Aleshores 10" + 3(4”*2)+ 5 és divisible per 9 per a tot enter no negatiu.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga M = {x2 +4xy +y? talque x,y 1 Z}.
Demostreu que el nombre 2022 pertany a M i que 11 no pertany a M.
Crux Mathematicorum M417.

Solucio:

Vegem que 20221 M, per demostrar-ho vegem que 'equacio x> + 4xy +y? = 2022 té
solucié en els nombres enters.

X2 +4xy +y? - 2022 =0.
- 4y ++16y? - 4ly? - 2022)

X = 5 . Simplificant.

X =- 2y +4/3y? + 2022 , tal que, 3y? +2022 =g, ql N.
1q=45

Una solucié particular és |ly =1
Ix =43

Per tant, 20221 M.

Vegem que 111 M.

Considerem l'equacio x* +4xy +y? =11 (1)
La primera part de la igualtat ha de ser de ser un nombre imparell.

Six, y son parell, x? +4xy +y? és parell.

Si x, y son imparells, x? +4xy +y? és parell.

Aleshores x, y son de distinta paritat.

Suposem que x és imparell i que y és parell (si x és parell i y imparell es raonaria
analogament).

XxX=2n+1y=2m.

Substituint en I'equacié6 (1):

(2n+1)? +4(2n+1)2m+(2m)? =11.

4n? +4m? +16mn + 4n + 8m =10 . Simplificant I'equacio:

2(n2 +m? +8mn+2n+4m)= 5.

La primera part de la igualtat es un nombre parell i la segona imparell. La qual cosa és
absurda.

Per tant 'equacio x? +4xy +y? =11 no té solucid en els enters.
Per tant, 111 M.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Ricard és un estudiant pobre i amb molta gana i un matematic astut.

Fa notar que en la residéncia, 5 sopars costen el mateix que 7 dinars. Després de
saltar-se gairebé tots els sopars d’'una setmana constata que 5 dinars i un sopar
costen 48€ en total.

Quan costen 16 sopars.

Crux Mathematicorum M420.

Solucié:

Siga S el preu d’'un sopar.
Siga L el preu d’'un dinar.

5S=7L (1)
S+5L =48 )
55-7L=0 3
Sumant les expressions (2) (3):

6S- 2L =48 4
Multiplicant I'expressié (4) per % X

15S- 5L =120 (5)
Sumant les expressions (2) (5)

16S =168 .

Per tant 16 sopars costen 168€.



Siga [x| part entera de x. Resoleu 'equacio:

‘ﬂlh esu_,

extl &H
Crux Mathematicorum M421.
Solucio:

x1 0.

Suposem que x<0.

1<0,§<0.Aleshores, e_1E<0, eéE<O.
X X &x &t
Aleshores, elﬂ e3u<0

ext &t

Per tant, x <0 no és solucio de I'equacio.

Suposem que x3 3.

O<1<10<§£1.Aleshores eLu eﬁ

u
, a—n=0, ~£1.
X X extl  exd
él u é3u
Aleshores, =~ E£1.
&4 &

Per tant, x3 3 no és solucio de I'equacio.

Suposem 1< x <3.

0<1<10<§<3.Aleshores,
X X

Aleshores, e_u esu <3.

& &H°

Per tant, 1< x <3 no és solucio de I'equacio.

[

e
e =y e
2,
e =y

Suposem 0<x £ 1.
1ag, 303
X X

elu e3u
&4 &4
3

A fi que I'equacié tinga soluci6 2 > 1, 14>=
X X

=4.

3 3.

Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch



Demostreu que a > 5
k=1

Crux Mathematicorum M422.
Solucio:

Ho demostrarem per induccié completa.
Demostrem la propietat pera n=1.

11+7) _11+1)(1+2)
2 6 '

Suposem certa la propietat pera n=r.
S Kk(k+1) _r(r+1)(r+2)

ad 6

k=1

Demostrem la propietat para n=r +1.
8" kk+1) 8 k(k+1) L+ )r+2)

S k(k+1) _n(n+1)(n+2)

Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

= (aplicant la hipotesi d’inducci6
a— > > (ap p )

k=1 k=1

_Ir+)(r+2) (r+Dr+2) _ (r+1)(r+2)(r+3

6 2 6

_(r+D(r+2)(r +3)




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

La diferencia entre les xifres de les desenes i les unitats d’un quadrat perfecte S és 3.
Determineu tots els residus de la divisié de S per 100.
Crux Mathematicorum M423.

Solucio:

Sseradelaforma S=ax0? +(b+3)10+b,on a3 0, 0£b£6.
El residu de dividir S entre 10 és (b+3)10 +b.

Les possibles unitats d'un quadrat perfecte s6n 0, 1, 4, 5, 6, 9
S=¢?

Com 0 £b £ 6, las possibles unitats es redueixen a0, 1, 4, 5, 6.

Suposem que b=0.
Aleshores q=c:10+0. Pertant, S =g =¢x.0?, en aquest cas las desenes de S no
son 3. Per tant no és solucio.

Suposem que b =1.
S=axi02+4x10+1
Aleshores, q=dx10%>+cxX0+10bé q=dx0?+cx0+9, d3 0, 0ECc£Q.

Sig=dx10%+cx0+1
g% =d* X10* + 2cdx10® +2d ®0? + 2c X0 +1.
Aleshores 2c © 4(mod10). Aleshores, ¢ =2,7.

Analogament, g =dx10%2+c®0+9, c=27.

Suposem que b=4.
S=axi02+7x10+4
Aleshores, q=dx10?+c®0+2 obé, q=dx10°+cx0+8, d3 0, 0EC£9.

Si q=dx0?%+¢c 0 +2
g% =d? 10 + 2cdx10® +(2d +¢c?) x10% +4c X0+ 4.
Aleshores 2c © 7(mod10). Aquesta equacié no té solucié.

Sig=dx102+cx0+8
g% =d? x10* + 2cdx10® +(2d +c? +1) X102 + (6¢ +6) X0 + 4.
Aleshores 6¢ + 6 ° 7(mdd10) . Aquesta equacié no té solucio.

Suposem que b =5.

S=axi02+8x10+5

Aleshores, q=c:10+5 0£c £9.

g% =(c? +¢c)X0%2+2X10+5.

Aleshores 2 © 8(mod10). Aquesta equacié no té solucio.

Suposem que b=6.
S=ax0?+9x0+6



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Aleshores, q=dx10?+cx0+4 obé, q=dx0>+cx0+6, d3 0, 0OEC£9.
Si q=dx0%+c 0 +4.

g% =d?> X104 + 2cd x10® +(8d +¢c? +1)x10% +(8c +1) 10 + 6.

Aleshores 8c +1° 9(mod10). Aleshores, ¢ =16.

Si q=dx10?% +¢ 0 +6. Aleshores, ¢c =3,8.

Per tant els residus de dividir S entre 100 sén:
41, 96.

Nota: els valors de g son:
q=dx102+21
q=dx10%+71
q=dx10?+29
q=dx10% +79
q=dx10?%+14
q=dx0? + 64
q=dx10? +36
q=dx10? +86



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

En la figura els segments AB, CDE , FGH so6n paral-lels. A més a més, els segments
ACF , BDG s6n perpendiculars a AB .

D
Si les arees dels rectangles ABDC, CDGF i dels triangle BDE son x, Y, z,
respectivament. Determineu l'area del trapezi DEHG. En funcio de X, y, z
Crux Mathematicorum M424.

Solucio:

D D
Siga S, l'area del triangle DEG i S, l'area del triangle GHE .

A B
Dos rectangles (triangles) que tenen la mateixa base les
altures son proporcionals a les arees.
Dos triangles que tenen la mateixa altura les bases son £
proporcionals a les arees C D
s1
Els rectangles ABCD, CDFG tenen la mateixa base AB, per s2
tant:
X _ BD F G
y DG
. D D .
Els trlangles rectangles BDE, DGE, tenen la mateixa altura. Per tant:
S
—_— 29 =Y Aleshores:
zZ BD X
z
=L (1)
X

D D
Els triangles BDE, AGH son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

BE HE

—— = —— Aleshores:
BD DG

BE _X

HE y

D D
Los triangles BGE, GHE , tenen la mateixa altura. Per tant:
Si+z _ BE _X

S, HE y
s,=Y(s,+2) 2)
X
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):
S = X ?’.Z_ + 29 (3)
XeX 7]
Calculem l'area del trapezi DEHG:

p4 A (0] Z
Sbens =S1+ S, :XX‘+2(/§/X +Zﬂ:L(2X+Y)-



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Siga el triangle rectangle AL%C , A=90°. Siga | l'incentre del triangle.

La bisectriu interior de 'angle C talla el costat AB en el punt D.

La recta que passa per D i és perpendicular a Bl talla el costat BC en el punt E.
La recta que passa per D i és paral-lela a Bl talla el costat AC en el punt F.

Demostreu que els punts E, I, F estan alineats.
Crux Mathematicorum M425.

Solucio:
Aplicant la propietat de la bisectriu:
AD=-L2°_ Bp=_2_

a+b a+b

D —
El triangle DEB és isosceles, BD =BE. L
Siga P la projeccio del punt E sobre el catet AB.

PE=BExsing =2 2 = ¢
a+b a a+b

Aleshores, PE = AD . DDEP =DFDA = g .

D D
Per tant, els triangles DPE, FAD son iguals.

— — D
Aleshores, DF = DE, per tant, el triangle ADE és
rectangle i isosceles.

2

§5=§EmosB= ac xg: c .
a+b a a+b

@&bc ¢ O ac-c?

AF =DP =AB - (Kd+§l5)=c- §a+b a+by a+b

S _ 2 2 _
CE=AC-Af=b-2c-C -3 *ab-ac

a+b a+b
PENSEEN——— [E— —m————— 2 -
CE-BC.-BE=a- ac _a +ab- ac

a+b a+b

R

— — D
Aleshores, CF =CE, per tant el triangle CFE és isosceles.

Siga M el punt mig del segment FE.
La recta CD passa pel punt M.

La recta CM és perpendicular al segment E
La recta DM és perpendicular al segment FE.

D
Vegem que el punt M és l'incentre del triangle ABC.

Notem que BDFMD =90°, aleshores el quadrilater ADMF esta inscrit en una

circumferéncia.

Els angles BPMAF = DMDF = 45° .

Aleshores, M pertany a la bisectriu de I'angle A.
Per tant M =1.

Per tant, els punts E, F, | estan alineats.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu el nombre d’enters positius més menuts o iguals a 10000000 que siguen
divisibles per els enters 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.
Crux Mathematicorum M426.

Solucié:

El menor multiple comd de 2, 3, 4,5,6,7,8i19 és:

mcm(2,3,4,5,6,7,8.9) = 23 x32 x5 57 = 2520 .

Els multiples enters positius de 2520 soén:

2520n,0on n31.

2520n £1000000, n3 1.

Aleshores, 1£ n£ 396 .

Per tant hi ha 396 nombres enters positius divisibles a la vegada per 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,
9 i menors de 1000000.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

- D
Sobre un semicercle de diametre AB es dibuixa un triangle equilater ABC .
Determineu I'area de la regié compresa a l'interior del triangle i exterior al semicercle
Crux Mathematicorum M427

Solucio:

Siga O el punt mig del segment AB , centre del semicercle de
diametre AB =2r.

D
Siguen D, E els punts d'interseccié del triangle equilater ABC i
l'arc.

D D
Notem que el triangles DEC, DEO s6n equilaters de costatr.

A

D @)
L’area de l'interior del triangle ABC exterior al semicercle

es igual al doble de I'area del triangle equilater de costat r menys la sisena part del
cercle de radir.

&2,/30

O
szé—-1 X2 g—:r
6 a



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu tots els enters x pels quals (4 - x)** +(3- x)>* +20 =4* +3*
Crux Mathematicorum M428.

Solucio:

Si x =0 no és solucié de 'equacié (4 - x)** +(3- x)** +20 =4* +3% ja que:
(4-0*°+(3-0*°+201 4°+3°, 631 2,

Siga x1 2, x>0,
4% +3%7 N.

Six>3, (3- x)**<1, (4-x)**£1, 3 +4*3 337
(4-x)**+(3- x)** +20 £22. En aquest cas I'equacié no té solucio.

Six=1, (4-D*1+(3-1D>1+201 4 +3%,
Six=2, (4-2)%2+(3-2)%2+20=42+32,
Six=3, (4-3)"3+(3-3)*3+201 43+33,
Siga x1 Z, x<0

4% +3% <2

(3- x)**>1, (4-x)¥*>1.
(4-x)**+(3- x)**+20 >22. En aquest cas I'equacio no té solucio.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu totes les ternes (a,b,c) d’enters positius tals que a(bc) = (ab )C.
Crux Mathematicorum M429.

Solucié:
al?) = (ab )C .

al) =a™, a3 1.

Sia=1, 1) =1¢ "pci N.
Aleshores una solucié és (a,b,c) = (L a,b), a,bl N.

Igualant els exponents:
®=bc, b°T N.
Aleshores ¢ =b®?.

Suposem ¢ =1, aleshores b° =1, "bl N.
Aleshores una solucié és (a,b,c) = (a,b1), a,bl N.

Suposem c > 1, aleshores c divideix a b, i b divideix a c. Pertant b=c.
b°® =bb =b?.

b=c=2.

Aleshores una solucié és (a,b,c)=(a,22), al N.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu el valor d >0 tal que I'area del quadrilater de vertexs A(0,2), B(4,6),
C(75), D(d,0) és 24.
Crux Mathematicorum M432.

Solucié
Siga M la projecci6 de B sobre I'eix d'abscisses.
Siga N la projeccio de C sobre I'eix d’abscisses.

Suposemque OEd£7.
L’area del quadrilater ABCD és igual I'area dels trapezis AOMB i BMNC menys l'area

D D
dels triangles OAD i CDN. Ay

6+2 o B
Sroms = > 4=16.

6+5 33
S 3=="=

BMNC > 5
2d
Somn = > =d
_5(7-d)

Scon = >
Per hipotesi S zcp = 24.
SABCD =SAOMB +SBMNC - SOAD - SCDN'
16+§2?i-d-.5.(.7.'.92:24_ .
Simplificant; -
3d =18.

Aleshores, d=6.

Suposem que d >7.
L’area del quadrilater ABCD és igual a I'area dels trapezis AOMB i BMNC més l'area

D D
del triangle CDN menys l'area del triangle OAD .

En aquest cas S,y = -z—zq =d. Scpy = 5(d2' 0.
SABCD :SAOMB +SBMNC +SCDN - SOAD'
16+§2?i+5(d' 1) _d=24.

Aleshores d =-2 que és absurdajaque d>7.




Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

D - -
En un triangle ABC AB <BC, L és el punt mig del costat AC i M és el punt mig del

costat AB . Si P es un punt del segment LM tal que MP =MA . Proveu que

DPBA =PPBC.
Crux Mathematicorum M433

Solucio: c
P D
El segment ML és paral-lela mitjana del triangle ABC.
Aleshores BAML =B.
D -
El triangle AMP és isosceles, MP =MA . Aleshores, DPAM = 90°- %
- D - -
PM és mitjana del triangle APM. MP = MA =%AB. L
D
Aleshores el triangle APM és rectangle, DAPB =90°.
Per tant, DPBA =90°- DPAB =%.
B
bPBC =B- bPBA=—.
2 A M

Aleshores, DPBA =DPBC.

Si eliminem la condicié AB < BC i considerem el punt P sobre la recta LM la propietat
s’acompleix analogament.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

Determineu tots els 8 digits positius del nombre abcdefgh que satisfan les relacions
a®-b2=2,c®-d*=4,2°-12=7,g°-h*>=-1.
Crux Mathematicorum M434.

Solucio:

a®-b%2=2.
b=+Ja®-2, 0EbEOQ.

2f£a®£83.
2faf4.

Sia=2, aleshores b=+/6 N. No és solucio.
Si a=3, aleshores b=5.
Si a=4, aleshores b =+/621 N. No és solucio.

cd-d®=4.
d=+vJc®*- 4, 0E£dE£9.

4 £cd£85.
2ECE£4.
Sic=2, aleshoresd=2.

Si ¢ =3, aleshores d =+/231 N. No és solucio.
Si c =4, aleshores d =+/60 T N. No és solucio.

2° - f2=7.
f=+J2°-7, OEFE£9.

7£2° £107.

3£e£6.

Si e =3, aleshores f =1.
Si e =4, aleshores f=3.
Sie=5, aleshores f = 4.

Si e =6, aleshores f =+/57 1 N. No és solucié.

g®-h?=-1.

h=+Jg®+1, 0E£h£9.

0£g° £80.

0£g£4.

Si g=0, aleshores h=1.

Si g =1, aleshores h = J27 N. No és solucié.
Si g=2, aleshores h=3.

Si g=3, aleshores h=+281 N. No és solucio.

Si g=4, aleshores h=+651 N. No és solucié.

Les solucions del problema son les sis seguents:
35223101, 35223123, 35224301, 35224323, 35225501, 35225523.



Crux Mathematicorum
Ricard Peiré i Estruch

J
Demostreu que \/1+i2+ 1 _ = n(n+2)
e k (k+1) n+1

Crux Mathematicorum M435.

Solucid:

1 1 _a¢<2+k+192
+—+ = T.

k?  (k+1)?2 ék(k+1) P
o} 9 k2
& oy & e
- k® (k+1)* 2 k(k+D
k?+k+1 1

-1
=1+ _
k(k +1) kK k+1

o} Jd k2 o} -
a 1+i+ 1 :aw:al+l+_1:n+l- 1 —n(n+2)_
k?  (k+1)? = kk+ ok k+1

n+1 n+1
k=1




